1. Histoire de naissance des nombres (III)
· Histoire des systèmes de numération:
Le système primitif, est celui de l’alignement d’une série de bâtons pour représenter un nombre donné.Ses inconvénients sont visibles : il est très long d’écrire un nombre qui dépasse dix, et deux grands nombres sont à peu près indiscernables.

Les autres systèmes utilisent tous des relais, qui sont des multiples simples d’un nombre arbitraire appelé base, et souvent , pour l’écriture des nombres, la règle de position suivant laquelle tout chiffre placé d’un certain côté d’un autre chiffre représente des multiples supérieurs de la base.

Citons, parmis les peuples anciens:

-Le peuple maya:base vingt

-Les Hindous:base dix

-Les Égyptiens:base dix

-Les Grecs:base dix

-Les Romains:bases cinq et dix

-Les Chinois et les Japonais:base dix

-Les Babyloniens:base soixante(Ce qui explique que ce nombre revienne si                                                                  souvent en astronomie.Un degré vaut soixante minutes, une minute  soixante secondes.)

· Naissance des différents ensembles:
Le  roi est le nombre UN. Si Dieu n’avait pas crée l’Univers, l’idée

même de pluralité aurait été inconvenable. Celle-ci n’a pu paraître que lorsqu’il y a eu au moins deux êtres; dès lors, un esprit intelligent pouvait constituer toutes les mathématiques.Un seuil fondamental était franchi.

-Les Nombres Entiers:


Qu’est-ce que DEUX? Le résultat de l’addition la plus simple et la plus importante de toutes : 1+1=2.Après la naissance de ce vice-roi, la famille ne cesse plus de s’agrandir, puisqu’elle vient de découvrir le grand secret de la reproduction. Une collection de deux objets peut toujours s’augmenter d’un autre objet, puis d’un autre encore; le premier acte de foi, que l’on appelle ici postulat ou axiome, est de penser que, si importante que soit déja une collection, on peut toujours l’enrichir, au moins en pensée. C’est déja ouvrir la porte à l’infini.

Voilà donc mise au monde la fameuse suite des entiers naturels:
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-Nécessité de créer de nouveaux ensembles, Z et Q:


Seul le nombre un est utilisé jusqu’ici pour faire des additions, mais les valets du Roi un veulent eux aussi devenir des créateurs.Le nombre 4  a bien été fait de 3+1, pourquoi ne le serait-il pas de 2+2?.Une seconde révolution apporte aussi un progrès considérable.Il arrive par example dans le calcul du nombre d’arbres d’un verger régulièrement planté, que l’on ait à faire plusieurs additions d’un même nombre.C’est le principe de multiplication.


Il est très facile de voir que le produit de la multiplication d’un entier par un autre est un autre entier.Il n’ya plus de création de nouveaux nombres.C’est ici qu’interviennent deux simplifications d’écriture apparemment bénignes qui amenèrent insensiblement deux cataclysmes dans ce petit monde bien organisé.Toutes deux sont similaires. Imaginons que nous ayons effectué les deux opérations: 4+5=9  et 3
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4=12

et que par hazard on abime la ligne de façon qu’il ne reste plus que:

4+…=9  et  3
[image: image3.wmf]´

…=12

Peut on retrouver l’opérateur? Dans ce cas, le travail est facile, mais pour peu que des problèmesde ce genre soient fréquents, il est utile de créer des notations comme: 9-4=5  et  12/3=4

Ce sont deux opérations nouvelles.Elles sont appelées les opérations inverses de l’addition et de la multiplication:soustraction et division.

Tout cela ne mériterait qu’un intérêt poli, si ces jeux d’écriture ne nous menaient rapidement à des impasses.Il est bien clair qu’il n’y a aucun nombre qui, ajouté a un , donne un, puisque le résultat est toujours supérieur au nombre passif.Il serait tout aussi absurde d’admettre qu’une addition donne un résultat inférieur au nombre dont on est parti.De même on ne peut pas diviser par deux un nombre qui n’est pas multiple de deux.De toutes parts, alors qu’addition et multiplication étaient toujours possibles, nous voyons se dresser des sens interdits pour la division et la soustraction, ce qui rend l’emploi de ces opérations inverses plus délicat.


Que faire devant un sens interdit? Les sages disent qu’il ne faut pas aller plus loin. Les fous se disent qu’une fois la contravention payée, ce serait peut-être amusant de forcer les barrages.Et dans ce cas précis ils ont eu raison.


Ainsi on a ajouté a l’ensemble des nombres naturels le zéro, et on a défini deux nouveaux ensembles.Le premier c’est l’ensemble des entiers relatifs:
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Le second ensemble est celui des nombres rationnels:
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nous nous permettons de cette notation vulgarisée à ce stade.

-Les nombres irrationnels:


Considérons l’élévation à la puissance n d’un nombre, on sait que cette opération revient à faire le produit de n facteurs égaux à ce nombre.Bornons nous à l’élévation au carré.Connaissant un nombre b, il est facile de calculer son carré a. Inversement, connaissant le résultat a et l’opérateur (2), peut-on retrouver b? Si vraiment (a) a été obtenu comme résultat d’une élévation au carré, c’est possible. Sinon, a étant choisi au hazard, c’est très peu vraisemblable; par exemple, il n’ya aucun nombre entier n dont le carré soit 2.Les Grecs, qui croyaient avoir ramené tous les nombres existants aux rationnels positifs, furent stupéfaits de cette découverte.Cependant si nous ne pouvons pas trouver de nombre entier, ni de fraction dont le carré soit 2, nous pouvons chercher deux fractions telles que 2 soit compris entre leurs carrés.On peut ainsi trouver des fractions de dénominateurs aussi grand qu’on veut qui seront dnoc très proches d’une fraction dont le carré soit égal à 2. Comme on peut trouver de décimales aussi loin que l’on veut, nous arrivons à cette conclusion que ce nombre qui n’existe pas, posséderait s’il existait des décimales tout à fait calculables!Supposons que ce nombre existe, et notons le 
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.Ce nombre est appelé irrationnel.Et un nouveau ensemble est crée, celui des nombres irrationnels(non rationnels).L’ensemble que constituent rationnels et irrationnels sera appelé l’ensemble des nombres réels.

-Les nombres complexes:


Appliquons notre méthode à l’interdiction célèbre :extraire une racine carrée d’un nombre négatif.Notre plume ne se brisera pas d’horreur si nous écrivons qu’il y a un nombre i tel que i2=-1. Par jeu, multiplions ce fantôme par des réels, et ajoutons les à des réels.L’ensemble de tous ces nombres de la forme x+iy est appelé l’ensemble des nombres complexes

Cet ensemble est appelé C.

· Les ensembles les plus usités :  (I)
-Les entiers naturels:


Ainsi sont appelés les nombres entiers positifs 1,2,3,4,…

-Les nombres premiers:


Un nombre entier positif est dit premier s’il n’est divisible que par 1 et lui même.

-Les nombres de Fermat:


Ce sont des nombres de la forme 
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.Pour n=0,1,2,3,4 ces nombres sont premiers.Pierre de Fermat les croyait à tort premiers pour tout n.

-Les nombres de Mersenne:


Nombres entiers de la forme Mp=2p-1. Si Mp est premier, alors p est premier.

-Les nombres premiers jumeaux:


Il s’agit de couples de nombres premiers dont la différence vaut 2, comme (5,7) ou (17,19).

-Les nombres parfaits:


Un nombre entier est dit parfait s’il est égal à la somme de ses diviseurs à l’exception de lui même, mais y compris 1.Le trois premiers nombres parfaits sont 6, 28 et 496.Euclide a démontré qu’un nombre de la forme 2p-1(2p-1) est parfait si 2p-1 est premier.Euler plus tard prouva que ce sont les seuls nombres parfaits pairs.On ne sait pas s’il existe des nombres parfaits impairs.On pense que non.

-Les nombres amiables ou amicaux:


Deux entiers positifs m et n sont dis amiables si la somme des diviseurs de m autre que m est égale à n, et la somme des diviseurs de n autre que n est égale à m.Les plus petits nombres amiables sont 220 et 284.

-Les nombres Pythagoriciens:


Des entiers positifs a, b, c sont dit Pythagoriciens s’il vérifient l’équation de Pythagore:  a2+b2=c2.

-Les entiers relatifs(ou entiers):


Lorsqu’on adjoint le signe moins aux entiers naturels, on obtient les entiers négatifs.Avec les entiers naturels ils constituent l’ensemble des entiers relatifs.

-Les nombres rationnels:


Il s’agit des nombres qui peuvent s’écrire comme un rapport de deux entiers.Le développement décimal d’un nombre rationnel comporte toujours un groupe de chiffres qui se répète infiniment à partir d’un certain rang.

-Les nombres irrationnels:


Ce sont les nombres dont le développement décimal est infini et non périodique. Ils ne peuvent donc pas s’écrire comme un rapport d’entiers.La plupart des nombres sont irrationnels.

-Les nombres réels:


C’est la réunion des ensembles des nombres rationnels et irrationnels.

-Les nombres complexes:


Ces nombres ont été inventés au XVIe sciècle, par les italiens Jérome Cardan et Rafaello Bombelli notamment, afin de résoudre des équations n’ayant pas de solutions dans R , telles que x2+1=0. L’idée est d’introduire le symbole i vérifiant i2=-1.On étend alors la notion de nombre en considérant toutes les combinaisons de la forme a+ib où a et b sont des réels.

-Les nombres algébriques:


On appelle ainsi les nombres qui sont la racine d’un polynôme dont les coefficients sont des entiers(ou rationnels).

-Les nombres transcendants:


Les nombres qui ne sont pas algébriques sont dit transcendants.Le nombre ( est transcendant comme l’a démontré en 1882 le mathématicien allemand Ferdinand von Lindemann.Les nombres transcendants sont infiniment plus nombreux que les nombres algébriques.

-Les nombres quaternions:


Ces nombres, appelés aussi hypercomplexes, ont été inventés en 1843 par l’Irlandais William Rowan Hamilton, qui cherchait une généralisation des nombres complexes. Ils sont de la forme:

a+bi+cJ+dk

où a,b,c,d sont des réels, et i,j,k sont des symboles vérifiant i2=j2=k2=-1 ,

ij=-ji=k, jk=-kj=i et ki=-ik=j.

· Les nombres transfinis:
Il s’agit de la généralisation de la notion de nombres aux ensembles infinis.Les cardinaux transfinis sont une mesure du nombre d’éléments que comporte un ensemble infini; de même, les ordinaux transfinis généralisent la notion d’ordre aux ensembles infinis.

· Les planètes et les nombres:
En 1772, l’astronome prussien Bode qui ne connaissait que les planètes Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter et Saturne, dressa la liste des distances de ces astres au soleil en prenant, comme unité, celle de la terre:

   Mercure     Vénus     Terre     Mars             Jupiter    Saturne

      0.4             0.7           1          1.6                5.2           10

Or il est possible de retrouver ces nombres de la façon suivante : écrivons les entiers: 0 1 2 4 8 16 32 64 128

Multiplions chacun par 3, ajoutons 4 à chacun, et divisons enfin par 10, on obtient la suite suivante:

     0.4             0.7            1         1.6     2.8      5.2            10         19.6    38.8

L’irrégularité consiste en ce qu’il n’y avait pas alors de planètes correspondant au nombre 2.8  19.6 et 38.8 . En 1801, une planète fut découverte. Sa distance au soleil est en moyenne 2.7 fois celle de la terre au soleil.De même Uranus fut découverte et sa distance au soleil est 19.22 fois celle de la terre au soleil. Puis Neptune fut découvert en 1846. Mais la distance  de Neptune au soleil n’était que trente fois la distance Terre-Soleil; l’accord avec les nombres de Bode devenait alors mauvais, et le calcul qui prouva l’existence de Pluton, acheva de ruiner l’harmonie constatée(la distance entre Pluton et le soleil est 39,6 fois celle de la Terre-Soleil ).

2. Les nombres premiers  (I)
Petits bijoux qui fascinent les orfèvres de l’arithmétique depuis l’Antiquité, les nombres premiers seront peut-être les derniers à entrer au paradis de la connaissance mathématique. Comprendre l’irrégularité de leur répartition, savoir démontrer sans ambiguïté qu’un entier apppartient à ce clan original qui ne se laisse se diviser par aucun de ses membres, être capable de réduire en facteurs premiers un nombre aussi grand soit-il, etc. : des questions qui excitent même les spécialistes des codes secrets. 

Les nombres premiers sont définis par une propriété élémentaire : un entier positif est dit premier s’il n’est divisible que par 1 et par lui même. Par convention, le nombre n’est pas considéré comme premier. Les nombres premiers sont les atomes avec lesquels on peut construire, par multiplication, tous les entiers. Il y a plusieurs questions non résolues à propos de ces nombres. Les nombres premiers  ont eu d’importantes répercussions sur la cryptographie puisque certaines techniques modernes de codage de l’information font appel de façon essentielle à des nombres premiers. 

Pour commencer, observons la suite des nombres premiers inférieurs à 100. Une telle liste se fabrique facilement par une recette connue depuis  l’Antiquité et qui s’appelle le crible d’Eratosthène. On commence par rayer tout les multiples de 2 puis les multiples de 3, puis ceux de 5 et ainsi de suite. Les seuls nombres qui restent sont premiers.

· L’ensemble des nombres premiers est-il infini?

L’une des premières questions que l’on peut se poser au vu de la liste des nombres premiers concerne sa longueur. Existe-t-il une infinité de nombres premiers? La réponse est oui, la démonstration est simple : Si vous voulez construire un nombre premier plus grand qu’un entier n, calculez le produit P de tous les entiers de 1 jusqu’à n et ajoutez 1. Vous obtenez ainsi N=P+1 qui ne peut pas être divisible par des nombres inférieurs à n, par conséquent, N est soit premier, soit divisble par des nombres premiers plus grands que n; dans les 2 cas il existe alors un nombre premier supérieur à n. D’où l’existence d’une infinité de nombres premiers. 

· Répartition des nombres premiers 
Bien que la distribution des nombres premiers soit très irrégulilère ,une certaine propriètè moyenne subsiste. On voit facilement que les nombres premiers vont en se raréfiant. Par exemple, il existe 168 nombres premiers entre 0 et 1 000, 106 entre 10 000 et 11 000, 81 entre 100 000 et 101 000, et seulement 2 entre 10100 et 10100+1000. 

La raréfaction des nombres premiers est une propriété bien comprise aujourd’hui. Soit ((x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à x. Dès 1798, en examinant des tables étendues obtenues par lui-même et par d’autre, l’allemand Carl Friedrich Gauss avait émis l’hypothèse que la fonction ((x) est, pour les grandes valeurs de x approximativement égale à x/ln x . Au siècle suivant, de nombreux mathématiciens ont essayé de démontrer la conjecture de Gauss.

· Formules pour trouver les nombres premiers?

Mais c’est le mathématicient allemand Bernhard Riemann qui fit la découverte la plus spectaculaire. L’idée de Riemann fu de considérer la fonction :


[image: image8.wmf](

)

...

4

/

1

3

/

1

2

/

1

1

+

+

+

+

=

s

s

s

s

z


Cette célèbre fonction zêta de Riemann est directement liée aux nombres premiers; en effet, on montre par de simples manipulations algébriques que l’on a:
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où n’apparaissent dans ce produit que les nombres premiers (2, 3, 5, 7,…) .Riemann montra que la fonction ((x) est intimement liée à la fonction  zêta pour les valeurs complexes de s, et trouva qu’une bien meilleure approxiamtion de ((x) est la focntion logarithme intégral Li(x) :


[image: image10.wmf](

)

ò

=

x

t

dt

x

Li

2

ln


ce qui confortait une autre prédiction de Gauss. Mais en 1896, le français Jacques Hadamard et le belge Charles de La Vallée-Poussin, démontrent la conjecture de Gauss, devenu depuis,  le “théorème des nombres premiers” : quand x tend vers l’infini , le rapport de ((x) avec x/ln(x) tend vers 1. 


Un vieux rêve des mathématiciens était d’obtenir une formule donnant tous les nombres premiers. Un premier pas dans cette direction fut franchi en 1826 par l’allemand Peter Gustav Lejeune-Dirichlet. Il montra que si a et b sont des nombres entre eux, alors il existe une infinité de nombres premiers de la forme an +b où n est un entier. On pourrait être tenté de généraliser de tels résultats à des polynômes en n de degré supérieur à 1 ; en fait on ne sait pas du tout le faire. Ce qui n’a pas empêché les mathématiciens de découvrir certains polynômes étonnant comme n² - n + 41. Etonnant car lorsque n est compris entre – 40 et + 40 , ce polynôme  a pour valeur un nombre premier. 

· Somme de deux nombres premiers?
La distribution des nombres premiers n’est pas le seul sujet qui abonde en conjectures. On connait le rôle crucial des nombres premiers dans la structure multiplicative des entiers, tout entier pouvant s’ecrire de façon unique comme un produit de nombres premiers. Mais que se passe-t-il quand on ajoute des nombres premiers les uns aux autres? la première conjecture dans ce régistre a été enoncé par le mathématicien allemand Christian Goldbach dans une lettre addressée en 1742 à Leonhard Euler. La conjecture de Goldbach non démontrée à ce jour affirme que tout nombre pair supérieur ou égal à 4 est somme de deux nombres premiers. Elle a rapidement été généralisée aux nombres impairs : Tout nombre impair supérieur ou égal à 3 est somme d’au plus  3 nombres premiers. Le soviétique Ivan Matveïevitch Vinogradov a démontré vers 1937 que tout nombre impair assez grand est somme d’au plus 3 nombres premiers, et que tout nombre pair assez grand est somme d’au plus 4 nombres premiers. Olivier Ramaré, a prouvé en 1991 que tout entier est somme d’au plus 7 nombres premiers. 

· Nombres premiers et cryptographie
Trouver de nouveaux nombres premiers est étroitement lié à deux problèmes sur lesquels se déploie une activité assez intense de nos jours. L’un est de savoir, étant donné un entier positif, si celui-ci est premier ou non. L’autre est de déterminer, pour un entier non premier, sa décomposition en facteurs premiers. Depuis 1980 il est relativement facile de déterminer si un nombre est premier ou non. Mais il est beaucoup plus difficile de décomposer un grand nombre en ses facteurs premiers. C’est précisément cette différence de difficulté qui est à la base de certaines méthodes modernes de cryptographie. L’idée est que la clef de codage, non secrète, est construite à l’aide d’un nombre N quie st le produit p
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q de deux grands nombres premiers. Le décodage nécessite la connaissance de p et q séparément qui eux ne sont communiqués qu’aux personnes autorisés. Pour déchiffrer le message codé, un espion aurait donc besoin de trouver, connaissant N,   ses deux facteurs premiers p et q; or pour N assez grand(150 chiffres), on ne sait pas réaliser cette opération inverse en un temps acceptable.

· Tester la primalité d’un nombre.
Ayant un entier n plus grand que 1, on doit tester s’il est premier ou non. La première méthose consiste à imiter le crible d’Eratosthène, et à essayer de diviser n par tous les nombres premiers qui lui sont inférieurs. Il est inutile d’essayer de diviser par tous les nombres premiers inférieurs à n. En effet, on peut s’arrêter à 
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 , car si l’un des facteurs est supérieur à 
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 , le facteur complémentaire est nécessairement inférieur à 
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 . 

Cette méthode naïve pour tester la primalité d’un nombre n marche raisonnablement à la main jusqu’à n=10 000 disons, et avec un ordinateur, jusqu’à 1014 . Ces valeurs sont largement insuffisantes. Une deuxième méthode bien plus efficace, est due à Pierre de Fermat. Elle repose sur le petit théorème de Fermat: Si n est un nombre premier, et a est un entier non divisble par n, alors an-1 –1 est divisible par n. L’intêret de ce résultat est double. D’une part, vérifier si an-1 –1 est divisible par n n’est pas difficile, même quand n est un nombre énorme. D’autre part,  si le théorème n’interdit pas l’existence de nombres n non premiers qui satisfont à la même condition, de tels nombres sont rares. 

Une méthode raisonnable pour tester la primalité d’un nombre impair n est donc:on commence par diviser n par les nombres impairs 3,5,7,… jusqu’à une limite assez petite. Si n n’est divisible par aucun de ces nombres, on le soupçonne premier, et on examine la divisibilité de 2n-1 – 1 par n. Si 2n-1 – 1 n’est pas divisible par n, le petit théorème de Fermat implique immédiatement que n n’est pas un nombre premier. On ne peut rien conclure si 2n-1 – 1 est divisible par n, mais il est assez probable dans ce cas que n soi premier. 

Cette méthode constitue un progrès essentiel. Elle a cependant un invonient majeur. Elle ne permet pas d’affirmer qu’un nombre n tel que  2n-1 – 1 est divisible par n est premier. Comment prouver qu’un grand nombre est premier? les plus grand nombres premiers connus explicitment sont preque tous des nombres de Mersenne. Le plus grand nombre premier connu actuellement a été découvert en 1994 par les célèbres chasseurs de nombres premiers David Slowinski et Paul Gage aux Etats-Unis. Il vaut :

2859 433 –1

Ce nombre comporte 258716 chiffres.

3. Les nombres complexes     (III)
Le fait de fermer les yeux sur une naissance illégitime, amène de 

véritables révolutions. C’est ce qui s’est passé avec les nombres complexes.Ces nombres, improprement appelés imaginaires, ne le sont ni plus ni moins que –1.Nous allons dans ce qui suit, montrer l’importance de ces nombres, et les simplifications qu’ils ont apportés aux mathématiques.

· Les simplifications de l’algèbre:
L’algèbre tout entière voit se simplifier notablement ses résultats. Citons un théorème parmi les plus compliqués; “un nombre n possède deux racines carrées s’il est positif, aucune s’il est négatif; il a toujours une racine cubique et une seule; il possède en général deux racines n-ièmes s’il est positif, aucune s’il est négatif, quand n est un nombre pair; il possède toujours une racine n-ième et une seule si n est un nombre impair”. Ouf! En algèbre complexe, ce théorème devient:”Tout nombre complexe possède n racines n-ièmes complexes”.Si ce nombre est réel et si on ne veut considérer que ses racines réelles, on retombe sur le théorème précédent; mais si l’on accepte le calcul complexe, quelle simplicité! Visiblement nous n’avons pas fait qu’obtenir une généralisation intéressante; nous avons nettement mis la main sur un ensemble beaucoup plus cohérent aue l’algèbre ordinaire, et que cette cohérence même peut aider à comprendre les bizarreries du monde de tous les jours; en mathématiques, l’imaginaire peut aider à comprendre le réel.

· Les simplifications de la géométrie:
Considérons ce problème: On coupe un cercle par des droites parallèles; la ligne que décrit le milieu des différentes cordes obtenues c’est le diamètre perpendiculaire à la direction des cordes.Mais si nous traitons le problème par la géométrie analytique, le calcul nous donne comme résultat toute la droite qui porte le diamètre, en non plus seulement le segment intérieur au cercle.Pourquoi cela? Les points extérieurs au cercle sont obtenus comme milieu de cordes imaginaires, c’est à dire de pseudo-droites dont les points ont des coordonnées complexes.

Bien sur, ces points n’ont aucune existence, ni dans ce monde ni dans l’autre, mais ils sont le résultat d’un calcul; derrière la notion de points, de droites et de cercles, imagimaires, il n’y aura pas d’éléments géométriques palpables, mais les résultats d’un calcul. Pour le langage toutefois, cela sera très commode, car deux cercles se couperont toujours: il n’y aura plus besoin de laisser dans les théorèmes des phrases comme:”quand ils se coupent”, ils seront vrais dans tous les cas.L’ensemble de la géométrie gagne ici une cohésion extraordinaire; on est conduit à une géométrie dite complexifiée, où tout est plus simple. L’axe radical de deux cercles est toujours la droite qui joint leurs points d’intersection; il n’y a plus à différencier l’axe focal de l’axe non focal d’une conique, puisque les deux portent chacun des foyers.

· Les droites isotropes:
Considérons un cercle de rayon nul, son équation est: x2+y2=0.Elle peut encore s’écrire x2=-y2 donc (x-iy)(x+iy)=0 donc ce cercle est représenté par les deux droites imaginaires y=ix et y=-ix, on les appelle les isotropes de O.

Ces droites possèdent deux propriétés trop curieuses. La première est une conséquence immédiate de leur définition: deux points d’une isotrope sont à la même distance(0 par définition) du point O, centre du cercle de rayon nul sur lequel ils sont situés. La distance qui les sépare l’un de l’autre est donc 0-0=0. La distance entre deux points quelconques d’une même isotrope est nulle! Mais la conséquence de ceci est qu’en géométrie complexe, démontrer que la distance entre deux points est nulle ne montrera plus que ces deux points sont confondus. C’est la rançon de la généralisation: toute extension d’un ensemble se traduit par une perte de propriétés.

· Calculer un angle avec les complexes
Soit deux droites OX et OY , et les isotropes de O. Coupons ces quatres droites par une cinquième, qui donne les points d’intersection A B C et D(
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 ).Si l’on appelle V l’angle de OX et OY, V peut être calculé facilement par la formule de Laguerre:


[image: image19.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

´

´

=

BC

BD

AD

AC

i

V

ln

2

1


V est exprimé ici en radians.


Cette realtion très curieuse permet de calculer l’angle de deux droites très réelles en utilisant des notions complexes! Mais de plus, elle permet de définir l’angle de deux droites imaginaires; le calcul est possible, et donne les résultats les plus divers, sauf si OX et OY sont la même isotrope: alors V peut prendre toutes les valeurs que l’on veut. Ce résultat banal est traduit classiquement par la phrase au moins sibylline:”Une isotrope fait un angle quelconque avec elle-même”.Cela n’est pas fait pour arranger les choses! Mais il y a par exemple des démonstrations où il est utile de considérer que l’isotrope OI, fait un angle de 90° avec elle même. Ce langage nous déroute trop, tout en correspondant à quelque chose de très clair et nullement embrouillé quand on fait les calculs qui sont là-dessous. Simplement l’emploi de ces termes aide à concrétiser ce que signifient les formules algébriques, et l’intuition peut se fixer alors plus facilement: le tout est fort précieux.

· Les points cycliques:
Un point de coordonnées x=n et y=in est situé sur l’isotrope x+iy=0.Si n tend vers l’infini, le point tend vers un point doublement bizzarre appelé I : I est tout à fait extraordinaire, puisqu’il est à la fois imaginaire et à l’infini, de même notre isotrope possède son conpère J. I et J  sont les points cycliques; on démontre qu’ils sont à une distance arbitraire d’un point quelconque, que tous les cercles passent par eux(deux cercles ont donc toujours 4 points communs), d’où leur nom, et qu’enfin si on cherche à mener les tangentes au cercle issues de son centre, ces tangentes touchent le cercle en I et en J ! Pour nous ramener sur terre, prenons cette dernière propriété : en fait, elle signifie simplement que les calculs qui donnent les tangentes réelles(quand le point d’où on les mène est exterieur au cercle), appliqués au centre, donnent évidemment une équation qui n’a pas de racines réelles; toutefois les coordonnées complexes de I et de J y satisfont.Ainsi disséqué, ce résultat perd tout mystère, et, il faut bien le dire, tout charme.Signalons enfin que l’ensemble de tous les points cycliques de tous les plans dans l’espace forme ce qu’on appelle l’ombilicale, qui possède certaines propriétés d’un cercle réel.

· Les complexes et la trigonométrie:
Si z =a+ib est l’affixe d’un point M, si V est l’angle de OX, qui porte le segment de longueur a, avec OM, et si OM=1, nous avons a=cos(V) , b=sin(V), et z= cos(V)+isin(V). Pour un point quelconque, si V garde la même valeur et si OM=r, nous avons de même: z=r(cos(V)+isin(V)).

Si nous multiplions l’un par l’autre deux nombres de la même famille, nous avons: (cos v+isin v)(cos w+isin w)=cos(v+w)+isin(v+w) , d’après les formules classiques du calcul complexe et de la trigonométrie. Nous voyons donc que la multiplication de deux nombres se ramène à l’addition des angles v et w: ceci nous rappelle les logarithmes. En effet, on démontre qu’il est cohérent de poser: eiv=cos v+isin v. 

En définitive, pour un nombre complexe z=a+ib, nous avons trouvé une seconde façon de l’écrire: si 
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 et si V est l’angle de OX avec OM:
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Enfin cette façon d’écrire nous permet de donner maintenant la véritable définition de la spirale logarithmique: c’est le lieu des points tels que leur module soit une fonction exponentielle de leur argument : 
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· La formule fondamentale de l’analyse:
La formule 
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 possède deux conséquences remarquables.La première s’obtient en y faisant 
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; elle donne:
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Cette relation extraordinaire entre ces trois princes que sont  (, e et i provoqua l’admiration de celui qui la découvrit; encore aujourd’hui, elle fascine les visiteurs du palais de la Découverte. Elle est toutefois remarquable, et fournit, s’il en fallait encore la preuve, que e et ( sont liés comme les doigts de la main. D’autre part,on trouve facilement que:
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C’est à dire que 
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 . Ces formules montrent bien que les deux trigonométries,circulaire et hyperbolique,ne sont que deux faces d’une seule et même chose. Rappelons la formule:
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Elle va nous donner le moyen de calculer des tables trigonométriques; si nous y faisons x=iv, nous obtenons un nombre complexe a+ib, dont nous séparons partie réelle (a) et partie imaginaire (b). De la relation 
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, nous voyons que a sera un développement simple de cos v , et b sera sin v. D’où les deux formules:
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· Les généralisations des nombres complexes:
Depuis que les nombres complexes sont connus, on a cessé de s’émerveiller stupidement sur leur caractère magique; leurs règles de calcul ont été codifiés, toute surprise est écartée à leur sujet. Il existe de nombreuses généralisations des nombres complexes. Si l’on veut généraliser leur propriété numéro une, qui est d’écrire avec un symbole deux quantités, ou d’exprimer en une équation deux équations distinctes. Ainsi a+ib=a’+ib’ , équivaut aux deux équations simultanées:
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Alors déterminants et matrices, qui permettent d’effectuer d’un seul coup des opérations sur tout un groupe de nombres, sont des nombres complexes généralisés.

D’autres généralisations sont les quaternions d’Hamilton(ou encore nombres hypercomplexes).Cette extension s’avérait tout à fait impossible; Hamilton ne savait pourquoi, quand il s’aperçu un jour que, pour que ses quaternions puissent voir le jour, il fallait que la multiplication de deux quaternions ne soit pas commutative. Cela fit scandale à l’époque, mais amena à réfléchir profondément sur la nature de la multiplication, et a du contribuer à la naissance de la théorie des ensembles et de ses conséquences incalculables. Signalons encore que ces quaternions, que l’on avait recherchés d’abord dans l’espace ordinaire à trois dimensions, ne sont vraiment à leur aise que dans le fameux espace à quatre dimensions, celui là même qui fait le bonheur des physiciens modernes.
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