4. La constante (  (V)
· Aperçu Historique

Le nombre ( est présent, directement ou indirectement, dans tous les textes mathématiques anciens retrouvés par les archéologues,même dans ceux vieux de 4000 ans.La connaissance qu’en avaient les civilisations anciennes étaient limitées à une approche et à des applications purement géométriques.La rencontre de l’humanité avec (, suscite dès l’antiquité grècque de difficiles problèmes, don’t celui de la quadrature du cercle.Cette découverte conduisit les meilleurs esprits  à s’intéresser aux mathématiques, les amenant à des développements profonds et subtils: ( est un moteur pour la recherche scientifique.

La plus ancienne des valeurs de ( provient des Babyloniens, (=3 ou (=3+1/7 ou (=3+1/8.Les Babyloniens semblent s’y être arrivés de la façon suivante: D’une part ils savaient que le périmètre d’un hexagone vaut trois fois le diamètre de cet hexagone, d’autre part ils estimaient que le rapport entre le périmètre d’un cercle de rayon 1 et celui de l’hexagone inscrit à 57/60 +(36/60)² .Il en ont déduit que (=3+1/8 .

D’après le papyrus de Rhind, découvert en 1855, on a su que les Égyptiens évaluaient ( à (16/9)² =3.160449 

Un passage Biblique raconte la construction du temple de Salomon. Le texte utilise implicitement la valeur de (=3 .


Archimède (287-212 A.V.) fut le premier à établir que le rapport de la surface d’un disque au carré de son rayon est égal au rapport de son périmètre à son diamètre qui est égal à (. Il utilise la méthode des polygones pour l’encadrement de (.


Le plus ancien document indien où figurent des calculs faisant intervenir ( est le Siddhanta, daté de l’an 380 de notre ère, utilisant la valeur 3+177/1250 =3.1416 .


Les chinois utilisaient la valeur 3 , douze sciècles avant notre ère. En l’an 130, Hou Han Shou proposa la valeur de 3.1622, très proche de (10.


Dans le monde de l’Islam, Al Khawarizmi dont le nom est à l’origine du mot algorithme, utilise la valeur de 3.1416. Vers 1450 Al Kashi fut le premier à trouver plus de 10 décimales de (, il trouve 14 décimales par la méthode des polygones d’Archimède.


  Pour 100 décimales il faudra attendre le XVIII° siècle, et le XX° pour 1000 décimales.

· Définitions de (
La première définition qui nous vient à l’esprit est ( = P/D = P/2R 



P = perimètre d’un cercle quelconque



R = rayon d’un cercle quelconque

Cette définition n’est pas appliquable que dans un espace euclidien.

En réalité, les choses ne sont pas si simples, puisque d’aprés la théorie de la relativité générale d’Einstein, notre espace n’est pas euclidien. Donc P/2R n’est pas indépendant du cercle choisi, donc cette définition est à rejeter. 


Une deuxième définition géométrique de (, ( = S/R²



S = surface du disque

R = rayon du disque

Mais comme dans la première définition, on doit supposer l’espace euclidien.


Rares sont les livres où ( est défini géométriquement, on préfère définir ( avec des notions d’analyse.Une de ces définitions: on appelle ( le double de l’unique racine ( de l’équation:

cos (x) = 0

 comprise entre zéro et deux. Mais aussi cette définition n’est pas tellement aimée par les mathématiciens puisqu’elle s’appuie sur celles des nombres complexes et des séries convergentes car la fonction cos (x) est définie par:

cos(z)=(eiz +e-iz)/2

Et cette fonction présuppose connue la fonction exponentielle complexe définie par:


[image: image1.wmf](

)

å

¥

=

=

1

!

exp

n

n

n

z

z


La définition la plus rigoureuse de (,et celle qui est acceptée aujourd’hui est la suivante:

Soit l’homomorphisme continu  x(e(x) du groupe additif R sur le groupe multiplicatif U des nombres complexes de valeur absolue 1;c’est une fonction périodique de période principale 1,et on a  
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.Cette fonction admet en tout point de R, une dérivée égale à 2(ie(x) où ( est une constante positive.Il est d’usage  de désigner le nombre ( ainsi défini par la notation (.

· Méthodes de Calculs de (
1. Méthodes rudimentaires:

· Méthode des fléchèttes:

On trace un cercle inscrit exactement dans un carré et on lance des fléchèttes de très loin pour qu’il ait équiprobabilité.

La probabilité pour qu’une fléchètte touche le disque,est égale au rapport de la surface du disque, sur celui du carré:
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· Méthode de Buffon: ( sur le parquet

Le naturaliste français, le comte de Buffon (1707-1788), montra que la probabilité qu’une aiguille de longueur L, lancée sur un parquet qui a des lattes de largeur L, coupe le bord d’une latte, est de 2/(.

Dans le cas général,si les aiguilles sont de longueur a, et les lattes de largeur b, la probabilité est de 2a/b(.

Démonstration:

Soit une aiguille de longueur a don’t les extrémités sont E et F.On la lance sur un réseau de lignes parallèles écartées régulièrement les unes des autres de b.On suppose 
[image: image4.wmf]b

a

p

et on cherche la probabilité que l’aiguille coupe l’une des lignes du réseau.

Le point E se situe entre deux droites que noue notons 
[image: image5.wmf]D1 et D2 . Intéressons nous à la probabilitéP1 pour que EF coupe D1.Il faudra ensuite multiplier P1 par 2 pour obtenir la probabilité recherchée P.

On note x l’angle entre EF et la direction du réseau de droites parallèles orientées, et on note y la distance entre E et la droite orientée D1.L’angle x est compris entre -( et ((.On voit que l’aiguille coupe D1 si 
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Si l’on considère le plan des positions de l’aiguille,la probabilité recherchée P1 est le rapport entre l’aire A1 correspondant aux cas favorables d’intersection et l’aire A2 correspondant à tous les cas possibles.Le calcul donne:
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D’ou P1=a/b( et P=2a/b(.

· Méthode des polygones:

Cette méthode appelée aussi méthode d’Archimède, fait appel à des purs calculs abstraits.C’est apparemment la première méthode jamais proposée permettant en théorie le calcul de ( avec une précision aussi grande que l’on souhaite.

Cette méthode consiste à prendre un cercle de rayon 1 qu’on encadre en dessinant à l’intérieur et à l’extérieur deux polygones de 
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Soit an le demi-périmètre du polygone circonscrit, et bn celui du polygone inscrit.On a donc 
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2. Formules Infinies:

· Formule de Wallis:

Wallis trouva pour ( la formule suivante:
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C’est la première formule infinie représentant ( sans radicaux.Mais la convergence de cette méthode est affreusement lente:
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Et on a ainsi obtenu 3 décimales seulement!

Démonstration:

Posons 
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. En intégrant par parties,on obtient la relation suivante: 
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En exprimant Wn en fonction de W0 et W1 on obtient:
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Pour tout 
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Donc:
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On en déduit que Wn+1/Wn tend vers 1 lorsque n tend vers l’infini.

Avec les expressions de W2p et W2p+1 on obtient la formule de Wallis.

· Méthode de James Gregory:

James Gregory a découvert la formule suivante:
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En remplaçant x par 1, James Gregory a obtenu cette formule:
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Mais malheureusement, la convergence de cette méthode est exécrable, le nombre d’étapes pour gagner un chiffre devient de plus en plus grand.

· Gottfried Wilhelm Leibniz, en transformant la série de Gregory, trouva cette seconde expression qui converge légèrement plus vite que celle de Gregory:
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Ces trois méthodes ne sont pas vraiement utile pour le calcul de (.

· Méthode d’Isaac Newton:

Ayant remarqué que la dérivée de Arcsinx est (1-x²)-½, il en déduit un développement de Arcsinx en somme infinie:
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En remplaçant x par ½ , il obtient:
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Cette formule est utile puisqu’elle converge rapidement(on gagne trois chiffres en cinq étapes,comme avec la méthode des polygones d’Archimède.

· Ramanujan-Chudnovsky:

La formule suivante fut découverte en 1910 par le mathématicien indien Srinivasa Ramanujan, qui comme à son habitude, ne donna pas de démonstration de sa formule.C’est avec cette formule que W.Gosper en 1985, calcula 17 millions de décimales de (:


[image: image23.wmf](

)

(

)

(

)

1

0

4

4

396

!

26390

1103

!

4

8

9801

-

¥

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

å

n

n

n

n

n

p


La convergence de cette méthode est faramineuse(pour n=0, on obtient 6 déçimales de (!)

3. Accélération de la convergence de certaines expressions de (
En analyse numérique, on ne cherche pas seulement à calculer (, c’est pourquoi on a cherché des méthodes qui transforment les suites lentement convergentes en suites plus rapidement convergentes.

Un de ces procédés est le suivant:

Le procédé delta-2 d’Aitken consiste à définir à partir de la suite xn qu’on veut accélerer, une nouvelle suite 
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 dont la limite est la même que xn.

En appliquant cette formule à la suite de Leibniz:

x500=3.14358         deux décimales exactes sans utiliser le procédé.

T500=3.14159265559   huit décimales exactes avec le procédé.

4. Records de 1973 à aujourd’hui:

                                                                                            Décimales

Guilloud et Bouyer                         1973                            1 001 250

Miyoshi et Kanada                          1981                            2 000 036

Guilloud                                          1982                            2 000 050

Tamura                                            1982                            2 097 144

Tamura et Kanada                           1982                            4 194 288  

Tamura et Kanada                           1982                            8 388 576

Kanada, Yoshino et Tamura            1982                          16 777 206 

Ushiro et Kanada                        10-1983                          10 013 395

Gosper                                             1985                           17 526 200

Bailey                                         01-1986                           29 360 111

Kanada et Tamura                      09-1986                           33 554 414

Kanada et Tamura                      10-1986                           67 108 839

Kanada, Tamura , Kobo et al.     01-1987                         134 217 700

Kanada et Tamura                       01-1988                         201 326 551

Chudnovsky                                05-1989                         480 000 000

Chudnovsky                                06-1989                         525 229 270

Kanada et Tamura                       07-1989                         536 870 898

Chudnovsky                                08-1989                       1 011 196 691

Kanada et Tamura                       11-1989                       1 073 741 799

Chudnovsky                                08-1991                       2 260 000 000

Chudnovsky                                05-1994                       3 221 225 466

Takahashi et Kanada                   06-1995                       4 044 000 000

Kanada                                        08-1995                       4 294 967 286

Kanada                                        10-1995                       6 442 450 938

· 
[image: image25.wmf]EST IL RATIONNEL?

· Les raisonnements par l’absurde:

Aussi élémentaires qu’ils soient,ces raisonnements ne sont pas convaincants pour tout le monde.Il faut commencer par supposer le contraire de ce qu’on cherche à prouver, puis en déduire des conséquences contradictoires, et en conclure alors l’impossibilité de l’hypothèse:on ne montre pas que 
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 est irrationnel, on montre qu’il serait absurde de le considérer rationnel.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

Quant à la démonstration que ( est irrationnel, ou que ( est transcendant, on serait encore plus insatisfaits: on constatera bien que l’on arrive à une contradiction, mais sans que ce constat nous apprenne quoi que ce soit.

Ce type de situations nous fait sentir très fortement que nous ne choisissons pas le monde mathématique, mais que nous découvrons un monde préexistant dont tous les éléments sont liés les uns aux autres selon un réseau de relations rigides.

En mathématiques, il arrive fréquemment que les preuves données par les découvreurs, soient par la suite simplifiées. Cela s’est produit par la preuve de transcendance de (. On est tenté de conclure que celui qui a trouvé le premier la preuve n’en avait pas forcément une meilleure compréhension que nous au moment ou nous la lisons; a-t-il tâtonné longtemps, puis est-il tombé par hazard sur ce cheminement bizzare qui aboutit à la contradiction?

Le fait que les grands théorèmes négatifs, tels ceux de l’irrationnalité de ( et de sa transcendance, n’aient pas été découverts par les  mathématiciens ayant la vision et l’intuition la plus puissante(Leibniz, Euler ou Gauss auraient pu les trouver) en est peut être l’indice:ces merveilleux résultats résulteraient davantage d’un acharnement à rechercher un chemin dans un paysage confus et brumeux que d’une vision globale et éclairée.

· Démonstration que ( est irrationnel:

Par un jeu d’inégalités,Lambert établit que tout nombre qui peut s’écrire sous la forme d’une fraction continue:
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avec 
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 à partir d’un certain rang, est irrationnel.

Il utilise ensuite le fait que pour tout x tel que tan(x) est défini, tan(x) peut s’écrire:
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Il finit par le raisonnement suivant:si ( est rationnel, alors , à partir d’un certain rang j, x2=((/4)2 est inférieur à bj=2j+1; donc tan((/4) est irrationnel.Or c’est absurde, car tan((/4)=1,et c’est donc ( qui est irrationnel.

· EST IL TRANSCENDANT?

Théorème:Le nombre ( est transcendant.
Démonstration:
Supposons le contraire,c’est à dire que le nombre ( est algébrique. Alors (=i( est aussi algébrique.Supposons que l’équation dont ( est la solution est de degré d. Notons (2 ,…, (d les autres solutions de l’équation((=(1).

Notons aussi L le coefficient du terme de plus haut degré du polynome minimal de ((polynome non décomposable en facteurs, et dont les coefficients sont premiers entre eux.En utilisant l’équation d’Euler:

ei( = -1

on obtient que:
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Le produit correspondant au coté gauche de l’égalité peut être écrit,après développement comme la somme de 2d termes de e( ,ou

(=(1(1+(2(2+…(d(d

avec (I=0 ou 1

Supposons que n des nombres ( sont nuls, et notons les (1,…,(n , on aura donc:
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ou q est l’entier 2d-n.

Nous allons comparer deux estimations différentes de J
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avec:
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alors, par intégration par parties répétée, on obtient :
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m étant le degré de f(x) qui est definie par:
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p désignant à nouveau un nombre premier.

Si f*(x) désigne le polynôme f dans lequel on a remplacé chaque coefficient par sa valeur absolue, alors:
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        (3)
De (1) et (2) nous tirons:
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où  m=(n+1)p-1. La somme sur k est un polynôme symétrique en L(1,…,L(n (invariant par permutation de ces nombres) à coefficients entiers. Il résulte alors du théorème d’algèbre sur les polynômes symétriques que la somme sur k est un nombre entier. En outre, puisque 
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 quand j<p, ce nombre est divisible par p! . On remarque que 
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 est aussi un rationnel divisible par p! quand 
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 est un nombre entier divisible par (p-1)! mais pas par p! si on prend un p assez grand. Il en résulte que si p>q , on a 
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Or de (3) on tire:
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pour une certaine constante c indépendante de p.Les deux inégalités concernant 
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sont incompatibles quand p est choisi assez grand, ce qui prouve le théorème.

Une des plus importantes déduction de la transcendance et irrationalité de (, est la quadrature du cercle.Ce problème était un souci pour les mathématiciens depuis longtemps.Ils cherchaient à démontrer que la surface d’un cercle, ne peut pas être celle d’un carré.En effet, supposons le contraire, donc que: a2=(r2(a étant l’arrête du carré, et r le rayon du cercle), ce qui équivaut à dire que 
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 donc ( serait algébrique et rationnel, ce qui contradit l’hypothèse.

5. Le nombre d’or    (IV)
Mystérieuse expression qui revient fréquemment dans les propos des artistes et des poètes, grandeur arithmétique authentique, le nombre d’or renferme-t-il, comme le croient certains, la clef de la connaissance? Tiendrait il en outre sous sa dépendance tout oeuvre d’art digne de ce titre?

· Définitions:
C’est un nombre irrationnel dont la valeur exacte est égale à 
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, désigné en général par la lettre (.

Considérons un segment de droite AB et proposons-nous de déterminer un point M, situé entre A et B, et tel que:
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Par un calcul élémentaire, on peut transformer cette relation en:
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Menons le segment de droite BC, perpendiculaire à AB et de longueur BC=AB. Traçons le cercle de diamètre BC et de centre O, ainsi que la droite passant par A et O, qui coupe le cercle en question aux points M’ et N’. On sait que:
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ou encore, puisque M’N’=BC=AB:
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Si l’on rapproche cette dernière expression de l’expression (2) ,on en déduit que: AM=AM’.

Pour obtenir le point M cherché, il suffit de porter sur AB, à partir de A, une longueur égale à AM’.Le point M se trouve parfaitement défini par le rapport AB/AM et le calcul montre que ce rapport n’est autre que le nombre d’or.

· Equation donnat le nombre d’or:
Le nombre d’or ( se calcule aisément à partir de l’expression:

x2-x-1=0

Cette équation a deux racines de signes contraires.La racine positive a pour valeur (. La racine négative est égale à  –1/(.

· Aperçu Historique:
On n’a aucune peine à admettre que la découverte empirique du nombre d’or remonte à l’antiquité la plus reculée, probablement aux époques préhistoriques, que la connaissance des propriétés de ce nombre, enrichie d’éléments nouveaux au cours des temps, n’a pas subi d’interruption jusqu’a notre époque.

En 1509, le moine franciscain Luca Pacioli, mathématicien en renom, publie à Venise un ouvrage intitulé Divina Proportione , qu’il avait écrit à la cour de Ludovic le More. Cet ouvrage rédigé en toscan, eut le privilège d’être illustré par Léonard De Vinci. Il eut immédiatement un énorme retentissement international. S’il subit, dans les sciècles suivants, une periode de “purgatoire”, il est revenu à notre époque dans la pleine actualité. Il semble que ce soit le premier traité consacré pour une large part au nombre d’or, considéré dans ses propriétés mathématiques, ses attributs esthétiques, sans oublier certains aspects mystiques.

· Propriétés:
Partons de l’équation:

(2-(-1=0  (3)
dont le nombre d’or est la racine positive.

Cette équation se transforme aisément en: 

    (2=(+1  (4)
puis en:

 (=1+1/(  (5)
Sous cette dernière forme, il apparait que le nombre d’or est égal à son inverse augmenté d’une unité.Il s’agit là d’une propriété spécifique, que le nombre d’or partage toutefois avec la deuxième racine de l’équation (3), soit l’inverse-changé de signe- du nombre d’or.

Il en résulte que, dans les expressions décimales de ( et 1/( , les chiffres placés à la droite de la virgule sont rigoureusement les mêmes et disposés de la même façon:

(=1.61803…

1/(=0.61803…

Cette particularité étonne et séduit vivement certains esprits. Il est aisé toutefois de constater que le nombre d’or la partage avec une infinité d’autres nombres qui sont les racines des équations de la forme:

x=n+1/x


L’équation (4) conduit naturellement à la suite indéfinie:

(n=(n-1+(n-2   (6)
D’où il ressort une propriété remarquable : si l’on considère une progression géométrique ayant pour raison le nombre d’or (,un terme de rang quelconque n est égal à la somme des deux termes qui le précécèdent,de rangs respectifs (n-1) et (n-2).

 A noter que les progressions géométriques ayant pour raison (-1/(), c’est-à-dire la racine négative de léquation (3),possèdent la même propriété.

· La série de Fibonacci et le nombre d’or:

Elle a été définie par Fibonacci à l’occasion de recherches mathématiques sur la prolifération des lapins.Ces recherches étaient basées sur les hypothèses suivantes:

-Un premier couple de lapins, soit C1, donne naissance à un couple de lapins à la deuxième génération, soit C12, puis à un couple à la troisième génération soit C13.

-De même, le couple C12 donne naissance à un couple de la troisième génération (C123) et à un couple de la quatrième génération (C124). Le processus se poursuit indéfinement. 

-Soit u1,u2,u3,…un,… les nombres de couples formant chaque génération. La relation de formation de la série est alors:
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Cette relation n’est autre que la relation (6), elle donne une idée de la vitesse de prolifération.


Désireux d’en savoir d’avantage, Fibonacci eut l’ingénieuse idée de comparer deux termes consécutifs de cette série, c’est-à-dire d’étudier comment se comporte le rapport un+1/un. Il remarqua que ce rapport tend vers ( lorsque n tend vers l’infini.

· Expressions diverses du nombre d’or
-A toute série de Fibonacci, on peut faire correspondre une série associée, dont nous désignerons le terme général par vn , vn étant défini par la relation:
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D’après (7) et (8) on tire que:
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Supposons que v1=1. Ecrivons les v successifs:
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Il est clair que l’on peut continuer indéfiniment et l’on arrive, à l’infini, à:
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-De l’équation (3)  on tire:
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D’où:
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-Nous donnerons encore, sans démonstration, deux expressions de (, dans lesquelles un est le terme général de la suite de Fibonacci:
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6. L’exponentielle e:

· Définition:

Imaginons un heureux millionnaire dont la fortune double chaque année, si l’on cherche le numéro de l’année où il possédait une fortune F, on aura:

n=log2F

Supposons que les intêrets soient capitalisés tous les mois et non tous les ans. Au bout d’un mois, son crédit est multiplié par (1+1/12). Au bout de l’année, sa fortune sera multipliée par (1+1/12)12.

Si nous supposons que sa fortune est capitalisée à chaque instant, le capital aubout d’un an sera multiplié par (1+1/n)n, n tendant vers l’infini. Ce facteur n’est pas du tout infini:
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Pour chaque durée x du dépot, la fortune devient ex, cette fonction est appelée exponentielle néperienne.

En fait e se calcule par la formule suivante:
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Et ex se calcule par la formule suivante:
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Même si x est négatif, cette formule reste vraie.

· e est irrationnel:
Démonstration:

Si e est rationnel, il s’écrit p/q avec q>1. Multiplions les deux côtés de l’égalité (1) par q! :
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Le premier membre, q!e est un entier, car par définition:

q!=q(q-1)(q-2)…2
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1 , d’où  q!p/q=(q-1)!p.

Les premiers termes du second membre de la relation (2), jusqu’au terme q!/q!=1 sont aussi des entiers. Donc, par soustraction on trouve que:
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est aussi un entier.

Après simplification, le second membre de l’égalité devient :


[image: image66.wmf](

)

(

)

...

2

1

1

1

1

+

+

+

+

+

q

q

q


Le premier terme de cette somme est strictement inférieur à 1/2 (car q<1), le deuxième inférieur à 1/4 , le troisième à 1/8, etc. La somme est dons strictement inférieure à 1/2+1/4+1/8+…=1. Par conséquent, elle n’est pas un entier, ce qui constitue une contradiction. Fin de la démonstration.

· e est transcendant:
-Démonstration:

Si f(x) est un polynôme à coefficients réels de degré m, et si:
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alors, par intégration par parties répétée, on obtient:
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Si f*(x) désigne le polynôme f dans lequel on a remplacé chaque coefficient par sa valeur absolue, alors:
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Supposons maintenant que e est algébrique, c’est à dire qu’il existe des entiers 
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Nous allons comparer dans la suite deux estimations différentes de J=q0I(0)+q1I(1)+…+qnI(n) , avec f(x)=xp-1(x-1)p…(x-n)p , p désignant un grand nombre premier. De (3) et (5)  nous tirons:
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où m=(n+1)p – 1 . Il est clair que 
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 si j<p et k>0, ou si j<p – 1 et k=0. Donc, pour tout j,k autres que j=p – 1 , k=0, 
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 est un entier divisible par p! . En outre:
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et donc pour p>n , 
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 est un entier divisible par l’entier (p-1)! mais pas par l’entier p! . Il en résulte que, si on prend 
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, alors J est un entier non nul divisible par (p-1)! , et donc 
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Toutefois la majoration évidente 
[image: image79.wmf](

)

(

)

m

n

k

f

2

*

£

, utilisée avec (4), donne l’inégalité:
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pour une certaine constante c indépendante de p. Lorsque p est suffisamment grand, les deux inégalités concernant 
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 se contredisent, ce qui prouve le théorème.

· La formule de Stirling:
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Où u est un nombre qui tend vers zéro quand n est grand. Cette relation, affirme la parenté entre e et (.
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