| . Définition de cos et sin par les gries entieres.

2n+1

X et sinx = r; (-1 —(an y
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2n!

COSX = Z (-2

1°) cosO=1etsn0=0.

2°) Lesfonctions cos et sin sont définies aur R (i.e. le rayon de mnvergence des sriesest +w).

3°) cos est paire d sin est impaire.

4°) cos et sin sont continues sur R.

5°) cos et sin sont dérivables sur R et (cos)' = —sin e (sin)' = cos.

6°) Pour tout x dans R, cos X+ sSnx= 1.

7°) cos et sin sont bornées aur R : pour tout X dansR, |cosx |[<1 & [snx|<1.

8°) Pour tousréelsa @ b, cos (a+ b) = cosacosb - sinasin b. Et les autres formules d'addition, de
duplication, ...etc.

9°) ll existeunréel T>0tel que SinT=0 et cosT = 1.

10°) coset sin sont périodiques, de période Mir{T >0;snT=0et cosT = 1} e on note cenombre 271t

11°) Lafonctionx  (cosx; sinx) est unebijedion de [0 ; 2r] vers C(O; 1), le cecle unité de entre
O, origine du plan et de rayon 1, donc lafonctionx ~ (cosx ; sinx) paramétre le cecle unité.

12°) Lalongueur ducercle unité C(O ; 1) est 21t Lalongueur d'un cercle de rayon R est 21xR.

[l . Définition et propriétés de ' exponentielle complexe

n

Pour tout complexe z, on appelle exporentielle dunombre mmplexez: €XPzZ= Z %
1°) Lafonction exp:z expz est définie sur tout C (i.e. converge sur C tout entier).

2°) exp est continue @ dérivable sur C et d(exp 2)/dz = exp.

3°) L'exponentielle complexe prolonge I'exponentiell e réelle (on peut alors noter exp z= e).
4°) exp (z+7) = &xp (2) exp (2)

5°) exp(z)=exp(z)

Re (2)

6°) lexp (z)l=e

2n+l
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(2n+1)°

) 2n o0
On pose cosz= Z(—l)n Z | et sin z= 20(—1)n
n= n n=

7°) Les fonctions complexes cos et sin sont définies sur C et prolongent les fonctions cos et sin rédl es.

8°) cos et sin sont continues et dérivables sir C et d(cosz) /dz=—sinz et d(sinz) / dz=cosz.

9°) cos est une fonction paire @ sin et une fonction impaire.

10°) exp(iz)=cos(2 +isn(?

11°) cos(z)= € T8 asin )=5"%_

2 2

12°) Pour tout z complexe : cos ? z+ sin2 z=1

13°) exp est périodique de période 211 et cos et sin (définies sur C) sont périodiques de période 21t

14°) exp, cos et sin ne sont pas bornées aur C.

15°) Lesfonctions complexes cos et sin ont les mémes racines que les fonctions réelles correspondantes.



| 2°,14° et | 5°. On applique le aitere de D'Alembert (voir dém. Il 1°) pour prouver que le rayon de
convergence et +oo donc les gries entiéres cos et sin convergent normalement donc uniformément sur
tout compad de R donc dles oont C* sur tout compad de R donc sur R.

| 3°. Immédiat a partir de la définition de cos et sin par les ries entieres.

d(cos® x +sin? x) _
' dx
constante sur R et vaut savaleur en 0 soit cos’ 0+sin“0=1.

| 6° 2cosx(-sinx)+ 2sin xcosx = 0 donc lafonction x  cos’ x+sin? x est

| 7°. D'aprées| 6°.
| 8°. A I'aide de I'exponentielle momplexe (Il 7° et 11 8°).

| 9°. On suppose que pour tout x >0, cos x > 0.
Alors lafonction sin est croissante (car Sin "= cos), mais sin est bornéedonc, nécessairement, en notant
sin' lafonction dérivéede sin: lim sin'x =0 soit lim cosx = 0(ll suffit de raisonner par I'absurde).

X — +00 X — +00

Or, puisgue cos’ x+sin>x =1, lim sinx =0, maiscos = -sin donc lim cosx = -1, cequi est

X — +0o X — +00

impossible vu que lafonction cos est bornée Donc il existeunréel r > 0tel que wsr = 0.

Alorscos2r =2 cog?r—1=-1etsn2r=2cosrsinr =0.
Il suit que ws4r=2cox22r —1=1etsin4r=2cos2r sin2r =0.
Donc enposant T =4r,onaunréd T>0tel que sinT=0et cosT = 1. CQFD

| 10°. OnchercheT >0 tel quecos(x+ T) = cosX.

Comme ws(x+ T)=cosxcosT—ginxsinT , daprés| 8°,

On cherchedonc T > 0tel que: cosx(l—cosT)—snxsinT=0 (A)

Par dérivation de (A), onobtient : —sinx (1 —cosT) —cosxsnT (B)

(A) xsinx+ (B) xcosxdonne: —simxsinT—cogxsnT=0 soit sinT=0

(A) x cosx—(B) x sin x donre : co?X(1—cosT)+smx(1—-cosT)=0 soitcosT =1

Oncherchedonc T >0tel quesinT=0etcosT = 1. |l existed'apres| 9°.

Réciproquement : Soit T>0tel quesinT=0etcosT =1,

cos(x+T)=cosxcosT —sinxsinT = cosx donc cos est périodique & T appartient a l'ensemble P des
périodes de la fonction cos qui est un sous-groupe de R, donc qui est soit dense dans R, soit un sous-
groupe discret de laforme pZ ou p est un réel appelé la période fondamentale .

Si P est dense dans R : soit t dans R et (), une suite de P convergeant verst, pour tout réel x, cos (X + tp)
=cosx et limcos (x + t,) = cos (X + t) pusque cos est continue, donc tout réel t est une période . Mais
puisque la fonction cos n'est pas constante, I'ensemble de ses périodes n'est pas R tout entier.

On mote2n=Min{ T>0;sinT =0et cosT =1 }la période fondamentale de la fonction cos.

On démontre de méme que sin est périodique de période T = 21

| 11°. On étudie facilement les variations des fonctions cos et sin sur [0 ; 2r] al'aide de cequi précede &
on en déduit cerésultat.

| 12°.0n note C le cecle de cetre O et derayon 1. Lalongueur de C est ‘!ds ou s est une ascisse

curviligne déaivant C. En paramétrant le cecle C avecx(t) = cost et y(t) =sint,ona

ds=+/x () +y' () dt=+/sin?t +cot dt=dt dou Ids:f dt = 2m.
C



un+1

Il 1°. On utilise laregle de D'Alembert : "Si  lim

=a<l1 aors z u,, converge @solument.”

n — +oo un
Zn+1
n+1
OzO C, (n+1) |j'_1 0 donc z converge absolument donc converge pour tout z dans C.
Zn n n_. +00
n

n

z L .
I2°. z —- converge absolument pour tout z dans C donc le rayon de mnvergence de la série entiere
n!

z" z" . ,
z — est +oo donc z —- converge normalement donc uniformément sur tout compad de C donc elle
n! n!

est C” sur tout compad de C donc sur C.

(YH

Il 3°. Les deux suites EZ " H Bqsont égales (égalité termes a termes) et convergent toutes

n

z - )
les deux (convergence absolue de z — ...) donc leurs limites nt égales.
n!

o0 n k
Il 4°. e*® Z Z ZOC a‘b"™ = ZZEI a“b"™*

n

Z . L. s N
z — est absolument convergente donc on peut effecuer le produit des deux séries entieres termes a

(a+ b)

nl

. bnk - . Ck KNk k .
t = a‘b" C,=——=.
e e T 2 T T

II 5°. Immédiat a partir de la définition d'exp par la série entiére.

Il 6° . [exp(z)” = exp(2) exp(z) = exp(z)exp(z)= exp(z + z)= exp2 Re(z))

Et Re(z) est un réel donc exp(2Re(z)) = €24 (exponentielle réelle) et e > > 0, donc lexp(z) = e,

I 7e.

2n+1 Zn
0zOC,|cosZ = Z(— 2n| 2n <z‘_‘ et |sin Z Z( 1) (2n+1)| r;|(2n+1)|
et 0zOC, z %n converge.

Il 10°. Immédiat a partir de la définition de cos et sin par les €ries entieres.

I 11° . On utilise Il 10° et 11 9°.

Il 13°. Soit T=a+ ib, avecaet bréds, tel que pour tout zcomplexe e**" =¢”,
Onaalors ' =e*™® =¢e%e" =1 dou |e*e”| =|e?| |€”| = |e*| = e® =1, ol e est I'exponentiell e réelle, donc

on obtient a=0.

Onadonc €' =e® =cosb+isinb=1 dolicosb=1etsinb=0.

On en déduit que b est la période de la fonction rédle cos, i.e. 21T, d'apres| 10°.
Donc T=ib=2m



