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Chapitre 1

Introduction

L'arithm�etique, qui �etudie les di��erentes questions relatives aux nombres

entiers, est un des secteurs scienti�ques les plus anciens. Ses probl�emes in-
ternes ont motiv�e durant des si�ecles des d�eveloppements fondamentaux dans
diverses parties des math�ematiques. Plus r�ecemment des probl�emes concrets
li�es �a l'informatique, l'electronique ainsi qu'�a la repr�esentation, la compres-
sion, l'int�egrit�e et la con�dentialit�e des donn�ees, ont �et�e r�esolus dans le cadre

de l'arithm�etique. On peut ajouter que les m�ethodes de raisonnement et de
d�emonstration utilis�ees dans cette discipline sont d'une grande richesse et
d'une grande vari�et�e.

Ainsi, compte tenu de son aspect culturel, de son aptitude �a la formation
du raisonnement, de ses nombreuses applications concr�etes r�ecentes, aussi
bien �a l'int�erieur qu'�a l'ext�erieur du champ des math�ematiques, convenait-il
que l'arithm�etique �el�ementaire ait une place dans la formation des �el�eves des
lyc�ees (tout au moins en sp�ecialit�e math�ematique).

Le programme des classes terminales scienti�ques qui se met en place pour
l'ann�ee scolaire 1998-1999 pr�evoit en sp�ecialit�e math�ematique un chapitre
arithm�etique. Le libell�e du programme est clair et d�elimite parfaitement le

contenu de l'enseignement.

Dans les grandes lignes, il s'agit de pr�esenter les notions �el�ementaires de

l'arithm�etique, notamment la divisibilit�e, la division euclidienne, le pgcd,

le ppcm, le th�eor�eme de Bezout, la d�ecomposition en facteurs premiers, en
faisant des d�emonstrations et des r�esolutions de probl�emes "�a la main", en

insistant sur l'aspect algorithmique, et en �evitant toute d�erive sur

des aspects alg�ebriques (id�eaux de Z, �etude de Z=nZ).
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Divers th�emes li�es �a des applications peuvent être choisis pour illustrer les

objets et faire fonctionner les r�esultats (codage, cryptage, etc ...).

Remarquons en�n que cette partie peut être utilis�ee avec pro�t pour faire

r�ealiser aux �el�eves divers types de d�emonstrations.

Bien entendu, ce cours doit être con�cu en tenant compte de ce qui sera fait

en DEUG et ann�ees ult�erieures, en math�ematiques et en informatique. En

particulier on pourra insister sur les principes de la num�eration avec des

exemples concrets de changements de bases (d�ecimal, binaire, octal, hexad�e-

cimal), les algorithmes de calcul du pgcd ou du ppcm (algorithmes d'Euclide,

ou algorithmes utilisant la d�ecomposition en facteurs premiers).

La brochure contient

� Un essai de cours de terminale �ecrit dans le respect du programme.

Bien sûr, il ne s'agit que d'un document de travail qui o�re une pr�e-
sentation parmi d'autres et qui de toutes fa�cons doit être adapt�e
au rythme, au niveau et aux centres d'int�erêts de chaque classe.

� Des th�emes d'activit�es un peu larges, tournant autour d'interventions
de l'arithm�etique (cl�es de contrôle, correction d'erreurs, chi�rement,
etc ...). Chacun des th�emes propos�es fournit des exercices qui utilisent
et illustrent les objets et les r�esultats du cours. Les sujets abord�es

sont assez longs, et il n'est �evidemment pas question d'essayer de tout
traiter. Nous nous sommes limit�es �a des questions qui nous semblent
abordables naturellement avec les connaissances du programme sans
contorsion et sans arti�ce. Il y a d�ej�a su�samment �a faire comme cela
sans chercher �a pr�esenter des probl�emes qui trouvent naturellement leur
place dans des �etudes ult�erieures. Ces th�emes sont r�edig�es sous forme

de questions parfois abruptes qu'il est n�ecessaire de d�etailler plus au
niveau des �el�eves. C'est le propos du deuxi�eme volet de cette partie,
qui fournit �egalement les solutions des exercices.

� Des compl�ements d'arithm�etique �a l'usage des enseignants, de niveau

DEUG, pr�eparation �a l'agr�egation interne.

Cette publication est le r�esultat du travail d'un groupe de l'IREM de Mar-

seille (groupe de travail sur la liaison lyc�ees- universit�es, ann�ee 1997-1998).

Elle doit aussi beaucoup aux contacts que nous avons eus avec divers ensei-

gnants, en particulier avec le "Groupe Acad�emique de R�e
exion au niveau des
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lyc�ees" pilot�e par les inspecteurs p�edagogiques r�egionaux de math�ematiques

de l'acad�emie d'Aix-Marseille.

Les compl�ements d'arithm�etique joints �a ce travail sont une adaptation d'un

cours de R. Rolland di�us�e par ailleurs sur internet (http://www.irem.univ-

mrs.fr).
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Chapitre 2

Un projet de cours en classe de

terminale

2.1 Introduction

Ce texte constitue un document de travail pour l'�elaboration d'un cours
d'arithm�etique r�epondant aux sp�eci�cations du programme qui va se mettre
en place en 1998-1999. Les notions d�evelopp�ees sont les notions simples de
base de l'arithm�etique. Les d�emonstrations sont le plus souvent pr�esent�ees
sous forme algorithmique. Bien entendu, il faudra joindre �a ce cours des

exercices et th�emes de travail. De ce point de vue l'aspect algorithmique ainsi
que des applications �a l'informatique et �a divers domaines de la vie courante,
peuvent fournir de bonnes illustrations des bases de l'arithm�etique.

2.2 La division dans Z.

2.2.1 D�e�nition

D�e�nition 2.2.1 Soient a et b deux �el�ements de Z. Nous dirons que a est

divisible par b ou encore que a est multiple de b s'il existe un �el�ement q

dans Ztel que a = bq. Dans ce cas nous noterons bja.

Remarquons que si a 6= 0 et si b divise a alors b 6= 0 et q est unique. On dira
que q est le quotient exact de a par b et on le notera a=b. Dans ce cas a=b

divise aussi a.
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Exemples: 3 divise 18, �13 divise 39, �4 divise �16, 7 ne divise pas 22.

2.2.2 Propri�et�es �el�ementaires

Nous pouvons remarquer directement un certain nombre de propri�et�es �el�e-

mentaires qui d�erivent simplement de la d�e�nition.

Proposition 2.2.1 Si un nombre divise a et b il divise tout nombre de la

forme ua+ vb. En particulier il divise la somme et la di��erence de a et de

b.

Voici une application simple de cette proposition: les nombres a et a + 1

n'ont que 1 comme diviseur positif commun. En e�et la di��erence de ces

deux nombres est 1.

Remarque: On dispose aussi des propri�et�es simples suivantes:

1) aja.
2) cjb et bja implique cja.
3) ajb et bja implique jaj = jbj.
4) acjab et a 6= 0 implique cjb.
5) 1ja.

6) aj0.
7) 0ja implique a = 0.
8) bja et a 6= 0 implique 0 < jbj � jaj.

2.2.3 La division Euclidienne dans Z.

Th�eor�eme 2.2.1 Soit a un entier et b un entier non nul. Il existe un unique

entier q et un unique entier r tels que

a = qb+ r

o�u r est soumis �a la condition

0 � r < jbj:

Faire la division euclidienne de a par b consiste �a d�eterminer q et r appel�es
respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne.

Lorsque b divise a, q est le quotient exact de a par b et r = 0.
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Preuve : La d�emonstration va consister tout d'abord �a �etablir l'existence

de q et r en donnant un algorithme produisant ces nombres.

Supposons dans un premier temps que a � 0 et b > 0.

Voici l' algorithme d'Euclide pour la division euclidienne, qui consiste �a

faire des soustractions successives:

B : = b;

R : = a;

Q : = 0;

tant que R � B faire

d�ebut

R : = R �B;

Q : = Q+ 1;

�n ;

A la �n on a dans la variable Q le quotient cherch�e et dans la variable R le
reste.
En e�et, remarquons qu'�a l'entr�ee de la boucle, il y a b dans B, a dans R
et 0 dans Q, donc a = B � Q + R. D'autre part si quand on commence un

tour de boucle on a a = B � Q + R, �a la �n du tour de boucle on a aussi
cette même �egalit�e puisque R a diminu�e de b alors que Q a augment�e de 1
ou encore Q �B a augment�e de b. En �n de boucle on a donc a = B �Q+R

et 0 � R < B.

Exemple: a = 46, b = 15.

On a successivementR = 46; Q = 0; R = 46�15 = 31; Q = 1; R = 31�15 =
16; Q = 2; R = 16 � 15 = 1; Q = 3.
Donc 46 = 3� 15 + 1.

Etudions maintenant les cas o�u a et b ne sont pas n�ecessairement positifs. Le
traitement de ces cas n'est qu'une adaptation technique de ce qu'il se passe

sur les nombres positifs. On fera alors la division euclidienne entre nombres
positifs de jaj par jbj sous la forme jaj = qjbj+ r, et on calculera le quotient

et le reste de la division de a par b en fonction de q et r. Plus pr�ecis�ement:

� a � 0 et b < 0. Dans ce cas on fait la division euclidienne de a par �b,

ce qui donne a = q(�b) + r ou encore a = (�q)b + r, si bien que le

quotient cherch�e est �q et le reste cherch�e est r.

� a < 0 et b > 0. Dans ce cas on fait la division euclidienne de �a

par b ce qui donne �a = qb + r ou encore a = �qb � r c'est-�a-dire
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a = �(q + 1)b+ b� r, si bien que le quotient cherch�e est �(q + 1), et

le reste cherch�e est b� r.

� a < 0 et b < 0. Dans ce cas on fait la division euclidienne de �a par

�b ce qui donne �a = q(�b) + r ou encore a = qb � r c'est-�a-dire

a = (q+ 1)b� b� r, si bien que le quotient cherch�e est q+ 1, et que le

reste cherch�e est �b� r.

Quant �a l'unicit�e, si on a une deuxi�eme �ecriture sous la forme a = q0b + r0

avec 0 � r0 < jbj, alors jr � r0j < jbj, si bien que n�ecessairement q = q0 et

donc r = r0.

2.3 La divisibilit�e dans Z

2.3.1 Plus grand commun diviseur

Nous allons �etudier les diviseurs d'un ou plusieurs nombres entiers. Comme
les diviseurs de a sont les mêmes que ceux de �a et que si d est un diviseur

de a, il en est de même de �d, nous restreindrons dans un premier temps
notre �etude �a N. Elle s'�etendra tout naturellement �a Z.

Consid�erons deux entiers naturels a et b dont l'un (b par exemple) est stric-

tement positif. Faisons la division euclidienne de a par b:

a = qb+ r avec 0 � r < b:

Sur cette expression on voit que les diviseurs de a et de b sont les diviseurs de

b et de r. On peut alors r�eit�erer le proc�ed�e, en faisant la division euclidienne
de b par r, et ainsi jusqu'�a obtenir un reste nul, ce qui va n�ecessairement se
produire puisque ces restes d�ecroissent strictement et sont tous � 0. Si nous
appelons d le dernier reste non nul, nous en d�eduisons que les diviseurs de a
et de b sont les diviseurs de d et de 0, c'est-�a-dire les diviseurs de d. Ainsi d
est un diviseur commun de a et b et tout autre diviseur commun de a et b

divise d.

Th�eor�eme 2.3.1 Soient a et b deux entiers dont l'un au moins est non nul.

Il existe un plus grand entier > 0 qui soit diviseur commun de a et de b. Cet

entier sera not�e pgcd(a; b) et appel�e le plus grand commun diviseur de a

et b. Les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs de pgcd(a; b).
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Ecrivons plus pr�ecis�ement l'algorithme (algorithme d'Euclide pour le cal-

cul du pgcd):

R0 : = jaj;

R1 : = jbj; (b 6= 0)

tant que R1 > 0 faire

d�ebut

R : = Reste Division(R0; R1);

R0 : = R1;

R1 : = R;

�n ;

Cet algorithme se termine car R1 d�ecrô�t strictement �a chaque tour de boucle.

Comme de plus R1 � 0, la boucle se termine avecR1 = 0, et R0 = pgcd(a; b).

Remarquons qu'�a chaque �etape de la boucle, l'ensemble des diviseurs com-

muns de R0 et R1 est le même.

Exemple: a = 325, b = 145.

On a successivement

R0 = 325; R1 = 145; R0 = 2R1 + 35; R0 = 145; R1 = 35; R0 = 4R1 +

5; R0 = 35; R1 = 5; R0 = 7R1 + 0; R0 = 5; R1 = 0.

Donc pgcd(325; 145) = 5.

Voici quelques propri�et�es �el�ementaires du pgcd.

Proposition 2.3.1

1) pgcd(a; b) =pgcd(b; a).

2) pgcd(a; (b; c)) =pgcd((a; b); c).

3) pgcd(ca; cb) = jcjpgcd(a; b).

4) pgcd(a; 1) = 1.

5) Soit a0 = a=pgcd(a; b) et b0 = b=pgcd(a; b). Alors pgcd(a0; b0) = 1.

Exercice:Soient a et b deux entiers dont l'un au moins est non nul. Soit d

un diviseur commun > 0 de a et b tel que pgcd(a=d; b=d) = 1. Montrer que
d = pgcd(a; b).

D�e�nition 2.3.1 Lorsque pgcd(a; b) = 1, nous dirons que les nombres a et

b sont premiers entre eux.
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2.3.2 Cons�equences, th�eor�eme de Bezout, applications

Reprenons l'algorithme qui nous a servi �a d�eterminer le pgcd de deux nombres

sur l'exemple pr�ec�edent a = 325, b = 145. Cet algorithme nous conduit aux

calculs

325 = 2� 145 + 35

et le reste 35 s'exprime en fonction de 325 et de 145

35 = 325 � 2 � 145;

puis

145 = 4� 35 + 5

et le reste 5 s'exprime en fonction de 145 et de 35 et par suite en fonction de

325 et de 145
5 = 145 � 4 � 35 = 9� 145 � 4 � 325;

puis

35 = 7� 5 + 0

et l'algorithme s'arrête car le reste est nul. Ainsi pgcd(325; 145) = 5 et de
plus on a pu exprimer ce pgcd 5 comme combinaison enti�ere des nombres 325
et 145.

on dispose en fait du r�esultat suivant

Th�eor�eme 2.3.2 Si pgcd(a; b) = d, il existe deux entiers u et v tels que

ua+ vb = d.

Preuve : L�a encore nous supposerons que a � 0 et b > 0. Le cas g�en�eral
s'en d�eduit.
Voici un algorithme (algorithme d'Euclide �etendu, adaptation de l'algo-

rithme pr�ec�edent) qui permet de trouver explicitement un couple (u; v) qui

convient.

R0 : = a; (a � 0)

R1 : = b; (b > 0)

U0 : = 1;
U1 : = 0;

V 0 : = 0;
V 1 : = 1;
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tant que R1 > 0 faire

d�ebut

Q : = Quotient Division(R0; R1);

R : = Reste Division(R0; R1);

U : = U0 �Q � U1;

V : = V 0 �Q � V 1;

R0 : = R1;

R1 : = R;

U0 : = U1;

U1 : = U ;

V 0 : = V 1;

V 1 : = V ;

�n ;

En sortie T0 = pgcd(a; b), U0 = u et V 0 = v. En e�et, on constate que lors

de l'initialisation

U0a+ V 0b = T0

et

U1a + V 1b = T1:

De plus si �a l'entr�ee de la boucle on a ces relations alors on les a aussi �a la
sortie de la boucle. La premi�ere est facile a v�eri�er car pendant la boucle la
nouvelle valeur de U0 est l'ancienne valeur de U1, la nouvelle valeur de V0
est l'ancienne valeur de V1, la nouvelle valeur de R0 est l'ancienne valeur de

R1. Quand �a la seconde relation il su�t de se r�ef�erer aux valeurs de U ,V ,R
calcul�ees dans la boucle pour voir que Ua+ V b = aU0 + bV 0� Q � (aU1 +
bV 1) = R0 � Q � R1 = R (constater ici qu'on a travaill�e sur les anciennes
valeurs de U0,U1,V0,V1). Compte tenu des a�ectations qui suivent on obtient
la relation attendue. Cet algorithme se termine puisque le contenu positif ou

nul de R1 d�ecrô�t strictement.

Th�eor�eme 2.3.3 (Th�eor�eme de Bezout) Deux nombres entiers a et b sont

premiers entre eux si et seulement s'il existe des entiers u et v tels que au+
bv = 1.

Preuve : L'existence des nombres u et v lorsque a et b sont premiers entre
eux d�ecoule imm�ediatement du th�eor�eme 2.3.2.
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R�eciproquement s'il existe u et v tels que au+ bv = 1 alors tout diviseur de

a et b divise 1, ce qui montre que a et b sont premiers entre eux.

Th�eor�eme 2.3.4 (Lemme d'Euclide Gauss) Si c divise ab et si c est premier

avec b alors c divise a.

Preuve : Si c est premier avec b alors on peut trouver u et v tels que

uc+bv = 1. Par suite auc+abv = a. Mais auc est divisible par c et abv aussi,

donc a est divisible par c.

2.3.3 R�esolution compl�ete de ua+vb = d (o�u d = pgcd(a; b))

Supposons tout d'abord a et b premiers entre eux. On sait qu'il existe un

couple (u0; v0) tel que u0a + v0b = 1. En existe-t-il d'autres? Si oui, trouver
tous les couples (u; v) tels que ua+ vb = 1.
Soit (u; v) un couple quelconque r�epondant �a la question. Alors

a(u� u0) + b(v � v0) = 0:

Donc b divise a(u� u0), et puisque b est premier avec a, b divise u� u0.
Par suite u est n�ecessairement de la forme u = u0 + kb. Si bien que

akb+ b(v � v0) = 0

ou encore
v = v0 � ka:

Ainsi tout couple (u; v) r�epondant �a la question v�eri�e

u = u0 + kb

v = v0 � ka

pour un certain k 2Z. D'autre part on v�eri�e imm�ediatement, que pour tout

k 2Z, le couple (u; v) d�e�ni pr�ec�edemment convient.

Remarque : Existe-t-il une solution (u; v), o�u u et v sont petits en valeur
absolue? Supposons a > 0; b = 1. Alors u0 = 0; v0 = 1 convient. On a bien

entendu un r�esultat analogue pour a = 1; b > 0.

Supposons maintenant a > 1; b > 1. Puisque pour tout couple (u; v) qui
convient on a

u = u0 + kb
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o�u (u0; v0) est une solution particuli�ere et que r�eciproquement si u est de

cette forme, il existe v tel que le couple (u; v) convienne, on peut supposer,

quitte �a faire la division euclidienne par �b que cette solution particuli�ere u0
v�eri�e 0 � u0 < b. De plus il n'y a qu'une solution telle que u0 soit dans cet

intervalle. On ne peut pas avoir u0 = 0 car alors v0b vaudrait 1 ce qui est

impossible puisque b > 1. Donc

0 < u0 < b:

Pour v0 nous avons alors

v0 =
1� au0

b
;

d'o�u

1=b� a < v0 < 0;

ce qui donne

�a < v0 < 0:

Exercice : Modi�er cette d�emonstration pour montrer que u0 peut être

choisi tel que 0 � ju0j � b=2. Trouver alors un encadrement pour jv0j.

Supposons qu'on veuille maintenant r�esoudre

ua+ vb = d

o�u d = pgcd(a; b).

Dans ces conditions on a ua0 + bv0 = 1 avec a0 = a=pgcd(a; b) et b0 =
b=pgcd(a; b). Mais on sait qu'alors a0 et b0 sont premiers entre eux. On est

donc ramen�e au probl�eme pr�ec�edent.

2.3.4 Plus petit commun multiple

Soient a et b deux entiers. Si l'un est nul, alors tous les multiples communs

de a et b sont nuls. Sinon, posons d = pgcd(a; b). Alors

a = k1d; b = k2d avec pgcd(k1; k2) = 1:

Dans ces conditions, si m est un multiple commun de a et de b on a

m = �k1d = �k2d;
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soit

�k1 = �k2;

donc k1 divise �k2, et �etant premier avec k2 il divise �. Si bien que

m = uk1k2d:

Ainsi tout multiple commun de a et de b est de la forme uk1k2d c'est-�a-

dire uab=pgcd(a; b). R�eciproquement tout nombre de cette forme est �a la fois

multiple de a et de b (uk1k2d = uk2a = uk1b). En particulier le plus petit

commun multiple > 0 de a et b est obtenu pour u = 1 ou u = �1 suivant les

signes de a et b, c'est jabj=pgcd(a; b).

Th�eor�eme 2.3.5 Si a et b sont deux nombres entiers, il existe un plus pe-

tit entier � 0 qui est multiple commun de a et de b. Cet entier sera not�e

ppcm(a; b) et appel�e le plus petit commun multiple de a et b. Si a = 0

ou b = 0 alors ppcm(a; b) = 0. Sinon, ppcm(a; b) = jabj=pgcd(a; b).
Les multiples communs de a et b sont les multiples de ppcm(a; b).

Remarque : ab est un multiple commun de a et b. Hormis le cas trivial
o�u l'un des deux nombres est nul, peut-il se faire que jabj = ppcm(a; b)? Du
fait que dans ce cas ppcm(a; b) = jabj=pgcd(a; b), on peut dire que si ab 6= 0,
ppcm(a; b) = jabj si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

2.4 Les nombres premiers

2.4.1 D�e�nition et premi�eres propri�et�es

D�e�nition 2.4.1 Un nombre premier dans Zest un entier n > 1 dont les

seuls diviseurs positifs sont 1 et n.

Th�eor�eme 2.4.1 Tout entier n > 1 est soit un nombre premier soit un

produit de nombres premiers.

Preuve : Le r�esultat est vrai pour 2. Supposons le vrai pour tout entier

< n. Si n est non premier il a un diviseur positif d > 1, d 6= n. Donc n = ab

avec 2 � a < n et 2 � b < n. En appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a a et
b on obtient le th�eor�eme.

Th�eor�eme 2.4.2 Le sous ensemble constitu�e par les nombres premiers est

in�ni.
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Preuve : Supposons que ce sous ensemble soit �ni. Notons alors p1; p2; � � � ; pn
tous les nombres premiers. Soit N = p1p2 � � � pn + 1. N n'est pas premier (il

est plus grand que tous les pi), et il n'est divisible par aucun des pi, ce qui

contredit le th�eor�eme pr�ec�edent.

Proposition 2.4.1 Si un nombre premier ne divise pas un entier, il est

premier avec lui.

Si un nombre premier p divise un produit d'entiers, il divise au moins l'un

d'entre eux.

Preuve : Supposons que le nombre premier p ne divise pas l'entier a. Les

seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p. Donc le seul diviseur commun de p

et a est 1.

Supposons que le nombre premier p divise le produit ab. Si p ne divise pas a

alors p est premier avec a, donc d'apr�es le lemme d'Euclide il divise b. Pour

un produit de plus de deux entiers on raisonne par r�ecurrence.

2.4.2 D�ecomposition en produit de nombres premiers

Th�eor�eme 2.4.3 Tout entier n > 1 s'�ecrit de mani�ere unique sous la forme

n =

kY
i=1

p�ii

o�u les �i sont des entiers � 1 et o�u les pi sont des nombres premiers distincts

tels que pi < pi+1.

Preuve : Nous avons d�ej�a vu pr�ec�edemment que la d�ecomposition en
nombre premier est toujours possible. Il nous reste �a montrer l'unicit�e (r�e-

sultat �a admettre ).

Une notation commode:Soit un entier n > 1. Pour tout nombre premier p,
posons �p = 0 si p n'est pas pr�esent dans la d�ecomposition de n en facteurs

premiers, et sinon, donnons �a �p la valeur de l'exposant de p dans cette

d�ecomposition de n en facteurs premiers. Avec ces notations on peut �ecrire

n =
Y

p premier

p�p:

Il faut comprendre ce produit qui semble porter sur une in�nit�e de facteurs
comme un produit �ni n'impliquant que les facteurs distincts de 1.
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2.4.3 Aspects algorithmiques

La d�etermination des nombres premiers est un probl�eme important et di�-

cile. Plus pr�ecis�ement il y a plusieurs probl�emes distincts. Tout d'abord d�e-

terminer les nombres premiers plus petits qu'un nombre donn�e, c'est-�a-dire

construire une table; ensuite dire si un nombre donn�e est ou n'est pas pre-

mier; en�n, d�eterminer la d�ecomposition en nombres premiers d'un nombre

donn�e. Tous ces probl�emes algorithmiques ont donn�e lieu �a de longs d�evelop-

pements et ne sont que partiellement r�esolus. Nous donnons ici un algorithme

�el�ementaire pour construire des tables de nombres premiers, appel�e le crible

d'�Eratosth�ene.

Pour avoir dans une table de r�esultats tous les nombres premiers � n, on

�ecrit dans une table de d�epart et dans l'ordre habituel, tous les nombres de

2 �a n. On it�ere jusqu'�a �epuisement de la table de d�epart l'action suivante:
on met dans la table de r�esultats le premier nombre qui se trouve dans la

table de d�epart et on supprime de cette derni�ere ce nombre ainsi que tous
ses multiples.

2.4.4 Applications de la d�ecomposition en facteurs pre-

miers

Si a est un nombre entier > 1 on peut utiliser la d�ecomposition de a en
facteurs premiers pour caract�eriser les diviseurs de a.

Th�eor�eme 2.4.4 Un nombre b > 1 divise le nombre a > 1 si et seulement

si chaque nombre premier intervenant dans la d�ecomposition de b intervient

dans la d�ecomposition de a a�ect�e d'un exposant sup�erieur ou �egal �a celui

qu'il a dans b. Ce qui peut s'�ecrire de la fa�con suivante: si

a =
Y

p premier

p�p

est la d�ecomposition en facteurs premiers de a. Alors un nombre b > 1 divise

a si et seulement si

b =
Y

p premier

p�p

o�u tous les �p v�eri�ent �p � �p.
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Exemple: Trouver tous les diviseurs de 360.

Soient a et b des nombres entiers > 1. Alors on peut utiliser la d�ecomposition

en facteurs premiers de a et de b pour calculer pgcd(a; b) et ppcm(a; b).

Th�eor�eme 2.4.5 Soient a et b deux entiers > 1. Alors a et b sont premiers

entre eux si et seulement si l'ensemble des nombres premiers pr�esents dans

la d�ecomposition de a et l'ensemble des nombres premiers pr�esents dans la

d�ecomposition de b sont disjoints.

Preuve : Si a et b sont premiers entre eux, il ne peuvent pas avoir une

puissance > 0 d'un même nombre premier p en commun dans leurs d�ecompo-

sitions. R�eciproquement, s'ils n'ont aucune puissance > 0 d'un même nombre

premier en commun dans leurs d�ecompositions, ils ne peuvent avoir en com-

mun de diviseur > 1, car ce diviseur serait lui même divisible par un nombre

premier qui devrait se retrouver dans les deux d�ecompositions.

Th�eor�eme 2.4.6 Soient

a =
Y

p premier

p�p et b =
Y

p premier

p�p

deux entiers > 1, d�ecompos�es en facteurs premiers. Alors

pgcd(a; b) =
Y

p premier

pmin(�p;�p)

et

ppcm(a; b) =
Y

p premier

pmax(�p;�p):

Preuve : Pour le pgcd, on v�eri�e queY
p premier

pmin(�p;�p)

est bien un diviseur de a et de b et que les quotients de a et de b par ce

nombre sont premiers entre eux.
Pour le ppcm, puisque a > 1 et b > 1, ppcm(a; b) = ab=pgcd(a; b). Compte
tenu de l'expression d�ej�a trouv�ee pour pgcd(a; b) on trouve ppcm(a; b) sous

la forme indiqu�ee.

Exemples: Prenons a = 532, b = 246. Alors

a = 22:7:19; b = 2:3:41; pgcd(532; 246) = 2;

ppcm(532; 246) = 4:7:19:3:41 = 65436:
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2.5 Commentaires, compl�ements

2.5.1 Des exemples

Il est important de voir avant toute chose fonctionner les algorithmes et

les autres notions sur des exemples concrets, notamment en ce qui concerne

l'algorithme d'Euclide, l'algorithme d'Euclide �etendu, le crible d'Erathost�ene,

l'utilisation des d�ecompositions en nombres premiers pour les calculs du pgcd,

du ppcm, des diviseurs d'un nombre. Les repr�esentations graphiques seront

aussi tr�es utiles �a la bonne compr�ehension.

2.5.2 Compl�ements

Les congruences

En ce qui concerne les congruences, voici ce qu'il est dit dans le programme,
dans la partie consacr�ee aux travaux pratiques:

La division euclidienne permet d'�etablir des compatibilit�es avec les op�erations

n�ecessaires pour les probl�emes �etudi�es. Ceux-ci pourront être l'occasion de

pr�esenter et de mettre en �uvre la notion de congruence, au sujet de laquelle

aucune connaissance sp�eci�que ne peut être exig�ee.

Voici donc quelques r�esultats sur les congruences qu'on sera certainement

amen�e �a d�emontrer.
Consid�erons les nombres

� � � � 16 � 10 � 4 2 8 14 20 26 � � �

Le nombre 2 est le seul nombre de cet ensemble qui soit dans l'intervalle
[0; 6[. Les �el�ements de cet ensemble sont tous les nombres y tels que

y = 6q + 2

c'est-�a-dire, tous les nombres y dont la division euclidienne par 6 a pour reste

2.
Si x et y sont deux nombres de cet ensemble alors y�x est un multiple de 6.

Plus g�en�eralement, si n � 1 et si 0 � r < n, on cherche les �el�ements de Z
dont la division euclidienne par n a pour reste r.

Th�eor�eme 2.5.1 Les �el�ements de Zdont le reste de la division euclidienne

par n est r sont les nombres de la forme

x = nq + r:
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Si x est un tel �el�ement, les �el�ements y qui r�epondent �a la question sont ceux

pour lesquels y � x est un multiple de n.

Il n'existe qu'un seul �el�ement r�epondant �a la question, qui soit � 0 et < n,

c'est r.

Il est donc �equivalent de dire que x et y ont le même reste dans leur

division euclidienne par n ou que x� y est un multiple de n.

D�e�nition 2.5.1 Nous dirons que x est congru �a y modulo n si x et y

ont le même reste dans leur division euclidienne par n ou encore si y�x est

un multiple de n.

Remarque 1 : La d�e�nition implique que si x est congru �a y modulo n alors

y est congru �a x modulo n. On pourra donc dire que x et y sont congrus
modulo n.

Remarque 2 : On trouve dans divers langages de programmation la nota-

tion

x mod n

pour d�esigner le seul �el�ement 0 � r < n congru �a x modulo n, c'est-�a-dire le
reste de la division de x par n.

La congruence est compatible avec l'addition et la multiplication:

Th�eor�eme 2.5.2 Si x est congru �a x1 modulo n et si y est congru �a y1
modulo n alors x+ y est congru �a x1 + y1 modulo n et xy est congru �a x1y1
modulo n.

Attention, le reste de la division par n d'une somme (respectivement d'un
produit), n'est pas toujours la somme des restes (repectivement le produit
des restes) de la division par n des termes.

Prendre par exemple n = 5; x = 14; y = 12. Dans ces conditions x = 2n+ 4,
y = 2n + 2, x + y = 5n + 1. Le reste 1 est di��erent de la somme 4 + 2 des

restes; ce qui est vrai c'est que ces deux nombres sont congrus modulo n.

La num�eration

Il est n�ecessaire aussi de rappeler quelques principes de num�eration. En par-
ticulier on peut indiquer la signi�cation de l'�ecriture en base 10
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9436 = 6 + 3� 10 + 4 � 102 + 9� 103;

ou en base 2

101 = 1 + 0 � 2 + 1� 22:

Plus g�en�eralement

Th�eor�eme 2.5.3 Soit b un entier � 2. Tout entier naturel x > 0 s'�ecrit

d'une fa�con et d'une seule sous la forme

x = a0 + a1b+ a2b
2 + � � � + anb

n

o�u les nombres ai v�eri�ent 0 � ai < b, et o�u an est non nul.

Preuve : Les d�emonstrations de l'existence et de l'unicit�e du d�eveloppement

se font en utilisant l'algorithme d'Euclide.

�Ecriture : L'�ecriture en base b n�ecessite b symboles (les chi�res) v0; � � � ; vb�1
qui repr�esentent les nombres entiers 0; � � � ; b� 1. Par exemple en base dix on
utilise les chi�res 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9, en base deux on utilise les chi�res 0; 1,
en base huit on utilise les chi�res 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7, en base seize on utilise les

chi�res 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; A;B;C;D;E;F . Quand on travaille en g�en�eral,
et qu'on dispose de la d�ecomposition x = a0 + a1b + a2b

2 + � � � + anb
n, on

�ecrit souvent le nombre x en base b sous la forme

x = (anan�1 � � � a0)b

en faisant l'abus qui consiste �a noter de la même mani�ere le nombre ai de
l'intervalle [0; b� 1] et le chi�re qui le repr�esente.

Remarque 1 : L'�ecriture (10 � � � 0)b ( 1 suivi de k symboles 0, repr�esente le
nombre bk. L'�ecriture (11 � � � 1)b (k symboles 1) repr�esente le nombre (bk �
1)=(b � 1).

Remarque 2 : Si on dispose de la table d'addition et de la table de multi-
plication des nombres �a un chi�re en base b, on peut reproduire la technique

habituelle qu'on connâ�t en base dix pour les op�erations �a la main. Sinon on

peut transcrire en base dix et faire les op�erations dans cette base, quitte �a
repasser en base b �a la �n.

Remarque 3 : La comparaison des nombres d�evelopp�es en base b se fait de

fa�con analogue �a ce qu'on fait en base dix.

Des exemples de changements de bases sont propos�es dans le chapitre sui-
vant.



Activit�es 27

Chapitre 3

Quelques th�emes d'activit�es

3.1 Quelques exercices sur les changements

de bases

Les notions concernant les changements de bases de num�erations sont importantes, et sont

utilis�ees fr�equemment en informatique. D�es le d�ebut de la premi�ere ann�ee de DEUG, on

en fait usage. Les th�emes choisis concernent des situations concr�etes fort utiles: passage

d'une �ecriture d�ecimale �a une �ecriture binaire, passage d'une �ecriture binaire �a une �ecriture

d�ecimale, cas o�u une base est une puissance de l'autre (passage du binaire �a l'octal ou �a

l'hexad�ecimal et r�eciproquement, utilisation de d�eveloppements en base 10n pour e�ectuer

avec une calculette des op�erations qui ne tiennent pas en m�emoire. Nous donnons pour

chaque th�eme un squelette permettant d'adapter �a la classe des exercices correspondants.

3.1.1 Passage d'une �ecriture d�ecimale �a une �ecriture

binaire

Donn�ees : le nombre a > 0 �a traduire en binaire.

Sortie: le tableau A des digits binaires cherch�es.

Q : = a;

R : = 0;

I : = 0;

Tant que Q 6= 0 faire

Debut

A[I] : = Q mod 2;
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Q : = Q div 2;

I : = I + 1;

Fin;

3.1.2 Passage d'une �ecriture binaire �a une �ecriture d�e-

cimale

(C'est l'occasion de pr�esenter l'algorithme de H�orner. On pourra faire le

rapprochement avec le calcul sur les polynômes).

S : = 0;

I : = IMax;

Tant que I � 0 faire

Debut

S : = 2 � S +A[I];

I : = I � 1;

Fin;

3.1.3 Cas o�u une base est une puissance de l'autre

Le binaire, l'octal, l'hexad�ecimal

Exemple: Traduire le nombre �ecrit en binaire 1011101 en hexad�ecimal.

On d�ecoupe le nombre donn�e en blocs de 4 chi�res en partant de l'unit�e
(en compl�etant �eventuellement par des z�eros) et on traduit chaque bloc de 4
chi�res binaires en un chi�re hexad�ecimal:

1011101 ! 0101 1101 ! 5 D ! 5D:

Exemple: Traduire en binaire le nombre �ecrit en hexad�ecimal 6F.

Chaque chi�re haxad�ecimal est traduit par un bloc de 4 chi�res binaires.

6F ! 6 F ! 0110 1111 ! 1101111:

Faire tenir sur une calculette des op�erations sur des longs nombres

( �ecriture en base 104 par exemple)

Exemple: faire la multiplication
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39678472 � 87752338:

Remarque: Les nombres �etant �ecrits sous la forme

a110
4 + a0; b110

4 + b0

on peut se contenter de ne faire que 3 multiplications en utilisant la formule

(a0 + a1)(b0 + b1) = a0b0 + a1b1 + a0b1 + a1b0;

si bien que

a0b1 + a1b0 = (a0 + a1)(b0 + b1)� a0b0 � a1b1:

(m�ethode de Strassen)

3.2 Quelques exercices sur la divisibilit�e

Voici quelques situations concr�etes d'utilisation de la divisibilit�e. Nous avons choisi trois

th�emes: les cl�es de contrôle, la repr�esentation des entiers en machine, les r�epartitions des

termes d'une suite dans un tableau. Chaque th�eme donne lieu �a des exercices dont nous

donnons le squelette et qu'il convient, dans un travail ult�erieur, d'adapter �a la classe.

Chaque exercice constitue au niveau d'une classe de terminale une s�equence de travail

assez longue. Aussi ces th�emes ne sont-ils pas pr�evus pour être tous trait�es.

3.2.1 Cl�es de contrôle

Dans la vie courante on est amen�e �a manipuler des num�eros d'identi�ca-

tion, par exemple num�ero I.N.S.E.E. (Institut National de la Statistique et
de Etudes Economiques), num�eros de comptes bancaires, num�eros I.S.B.N.
(International Standard Book Number), etc ... Ces num�eros pouvant être as-
sez longs, on les munit d'une cl�e qui permet de d�etecter (pas toujours) des

erreurs de saisie �eventuelles.

Num�ero I.N.S.E.E.

Le num�ero I.N.S.E.E. d'un individu est constitu�e de 15 chi�res. En lisant
de gauche �a droite, le premier est 1 ou 2 suivant qu'il s'agit d'un homme ou
d'une femme. Les deux chi�res suivants d�esignent les deux derniers chi�res de
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l'ann�ee de naissance, les deux suivants le mois de naissance, les deux suivants

le d�epartement, les trois suivants la commune de naissance, les trois suivants

le num�ero d'inscription sur le registre d'�etat civil, les deux derniers forment

une cl�e K calcul�ee de la mani�ere suivante: d�esignons par A le nombre entier

constitu�e par les 13 chi�res de gauche; soit r le reste de la division euclidienne

de A par 97; on prend K = 97 � r.

a) V�eri�ez pour votre num�ero I.N.S.E.E.

b) Ecrivons A sous la forme

A = H � 106 + L

avec

0 � L < 106:

Montrer que r est aussi le reste de la division euclidienne de 27�H +L par
97.

c) Soit A1 le nombre constitu�e par un num�ero I.N.S.E.E. (y compris la
cl�e). Montrer que si un des chi�res de A1 et un seul est erron�e, l'erreur est
d�etect�ee. Montrer que si deux chi�res cons�ecutifs distincts sont permut�es,
l'erreur est d�etect�ee.

d) Donner un exemple d'erreur non d�etect�ee.

Cl�e de relev�e d'identit�e bancaire (RIB)

Le relev�e d'identit�e bancaire comporte de gauche �a droite 5 chi�res pour le
code de la banque, 5 chi�res pour le code du guichet, 11 chi�res pour le
num�ero de compte, 2 chi�res pour la cl�e. La cl�e K est calcul�ee de la mani�ere
suivante: soit A le nombre constitu�e par les 21 chi�res de gauche; on calcule
le reste r de la division euclidienne de 100�A par 97. On prend K = 97�A.

a) Calculer la cl�e pour le relev�e 14607 00052 05215075057 xx.

b) Comment mener le calcul avec une calculette?

(indication: �ecrire 100 �A = H � 1012 +M � 106 + L.)

c) Soit A1 le nombre constitu�e par un RIB (y compris la cl�e). Montrer que
si un des chi�res de A1 et un seul est erron�e, l'erreur est d�etect�ee. Montrer

que si deux chi�res cons�ecutifs distincts sont permut�es, l'erreur est d�etect�ee.
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Num�ero I.S.B.N.

L'International Standard Book Number utilise des mots de longueurs 10

constitu�es avec les chi�res 0; 1; :::; 9 et le symboleX (qui repr�esente le nombre

10); le symbole X ne sera utilis�e, si n�ecessaire, que pour la cl�e.

Exemples: 2 84180 013 X, 2 84225 000 1, 0 471 62187 0, 0 12 163251 2.

Le premier chi�re repr�esente le pays, un bloc de chi�res est attribu�e �a un

�editeur, un autre bloc est le num�ero donn�e par l'�editeur, le dernier symbole

est la cl�e, calcul�ee de telle sorte que si a1a2:::a10 d�esigne un num�ero I.S.B.N.

10X
i=1

ia11�i

soit divisible par 11.

a) V�eri�er les exemples donn�es.

b) Montrer que si un chi�re (et un seul) est erron�e, l'erreur est d�etect�ee.

c) Montrer que si deux chi�res distincts sont permut�es, l'erreur est d�etect�ee.

d) Trouver toutes les valeurs de a et de b telles que 2842250ab1 soit un
code I.S.B.N. valide.

e) Pourquoi prendre la somme des ia11�i et pas seulement la somme des

ai?

Le code UPC (universal product code)

Le code I.S.B.N. a le d�esavantage d'utiliser pour la cl�e un symbole "parasite"

( le X). Ceci provient du fait que l'on travaille modulo 11. Peut-on faire une
�etude analogue en travaillant modulo 10? Voici le code UPC, utilis�e avec les
codes barres, qui est bas�e sur ce principe.
Le code UPC utilise des nombres de 12 chi�res a1 � � � a12 (11 chi�res pour
d�esigner un produit, et une cl�e), de telle sorte que

5X
i=0

3a2i+1 +

6X
i=1

a2i

soit divisible par 10.

a) Calculer la cl�e si le nombre form�e par les 11 chi�res de gauche est

35602387190.
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b) Montrer que si un chi�re (et un seul) est erron�e, l'erreur est d�etect�ee.

c) Montrer que, sauf cas particulier �a d�eterminer, la permutation de deux

chi�res successifs distincts est d�etect�ee (h�elas il y a des cas particuliers; per-

sonne n'est parfait!).

3.2.2 Repr�esentation en machine des entiers

Position du probl�eme

On veut repr�esenter des nombres entiers en machine. Supposons par exemple

que nous ayons un octet pour le faire. Avec un octet on dispose de 28 = 256

�ecritures di��erentes, ces �ecritures pouvant être consid�er�ees comme les d�eve-

loppements binaires des entiers de l'intervalle f0::255g. Comme on veut r�e-

partir �equitablement les entiers que l'on repr�esente entre des entiers positifs
et des entiers n�egatifs, on d�ecide de s'int�eresser aux 256 entiers de l'intervalle
f�128::127g. Il convient donc d'�etablir une bijection qui permette des calculs
commodes, entre l'intervalle f�128::127g des entiers qu'on veut repr�esenter,

et l'intervalle f0::255g des repr�esentations. En r�esum�e, �a tout entier x de l'in-
tervalle f�128::127g on va faire correspondre sa repr�esentation R(x) qui sera
un entier de l'intervalle f0::255g. En outre commeR(x) doit être stock�e dans
la m�emoire d'une machine, on regardera plus sp�ecialement les propri�et�es du
d�eveloppement binaire (sur un octet) de R(x).

Repr�esentation dite en "compl�ement �a 2"

Rappelons que si n est un entier, n mod 256 est le reste de la division de n
par 256 ou encore l'unique entier m tel que 0 � m � 255 et m congru �a n

modulo 256.

Notons I l'intervalle f�128::127g et J l'intervalle f0::255g. Soit R l'applica-
tion de I dans J d�e�nie par

R(x) = x mod 256:

a) Montrer que R est une application bijective.

b) Calculer R(0); R(100); R(127); R(�1); R(�100); R(�128). Donner les

d�eveloppements binaires des r�esultats obtenus.

c) Calculer R(x) en fonction de x.
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d) D�eterminer l'image par R de l'ensemble des x � 0 de I ainsi que l'image

par R de l'ensemble des x < 0 de I. Comment reconnâ�tre sur le d�eveloppe-

ment binaire de R(x) le signe de x?

e) On suppose que x 2 I nf�128; 0g . Calculer R(�x) en fonction de R(x).

On constatera que R(�x) = (255 � R(x)) + 1. En d�eduire un algorithme

simple permettant de calculer le d�eveloppement binaire de R(�x) �a partir

de celui de R(x) (algorithme dit de compl�ementation �a 2).

f) Pour �ecrire en binaire la repr�esentation R(x) d'un entier x de l'intervalle

I on applique la strat�egie suivante:

� Si x � 0, on d�eveloppe x en binaire.

� Si x < 0, on d�eveloppe �x en binaire et on applique l'algorithme de

compl�ementation �a 2 (cf. e) ).

Appliquer cette m�ethode pour calculer l'�ecriture binaire de R(18), R(�20).

Addition des entiers et repr�esentation

Soit T l'application de N dans f0::255g qui �a tout n =
P1

j=0 aj2
j fait corres-

pondre T (n) =
P7

j=0 aj2
j (troncature limit�ee aux 8 premiers bits).

a) Quel est le lien entre n mod 256 et T (n)?

b) Montrer que si x1; x2; x1 + x2 sont des �el�ements de I alors

R(x1 + x2) = (R(x1) +R(x2)) mod 256 = T (R(x1) +R(x2)):

D�ecrire un algorithme qui permette de calculer le d�eveloppement binaire de

R(x1 + x2) connaissant ceux de R(x1) et de R(x2).

c)���Il est bien entendu que l'addition de deux �el�ements de I ne sera valide

que si le r�esultat est aussi dans I. Comme la machine ne connâ�t que les

repr�esentants des nombres qu'on additionne, nous mettons en place ici une

m�ethode (bien adapt�ee aux circuits �electroniques) qui op�ere sur les repr�esen-

tations et permette �a la fois de d�etecter si l'op�eration d'addition est valide
et de calculer dans ce cas le r�esultat.

Nous allons prouver la pertinence de l'algorithme suivant:
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Algorithme: Soient x1 et x2 deux �el�ements de I. Soit C le carry, retenue

du 8e bit vers l'exterieur, et � la retenue du 7e bit vers le 8e , obtenus en

faisant l'addition R(x1) +R(x2). On pose V = C � �.

� Si V = 0 l'addition est valide etR(x1+x2) s'obtient en faisant en binaire

l'addition de R(x1) avec R(x2) et en n�egligeant tout d�ebordement au

del�a du huiti�eme bit (cf. b) ).

� Si V = 1 l'addition n'est pas valide.

c1) Supposons 0 � x1 � 127 et 0 � x2 � 127. Examiner les deux cas

x1 + x2 � 127 (op�eration valide) et x1 + x2 > 127 (op�eration invalide), et

dans chaque cas calculer C;�; V .

c2) Supposons 0 � x1 � 127 et �128 � x2 < 0 (op�eration toujours

valide). On examinera suivant les valeurs possibles de R(x1) +R(x2) quelles
sont les valeurs possibles de C;�; V .

c3) Supposons �128 � x1 < 0 et �128 � x2 < 0. Examiner les deux cas
x1 + x2 < �128 (op�eration invalide) et x1 + x2 � �128 (op�eration valide),
et dans chaque cas calculer C;�; V . (Indication: pour calculer � on pourra

regarder si l'addition des deux nombres de 7 bits (R(x1)�128) et (R(x2)�128)
a une retenue vers le huiti�eme bit.)

c4) En conclure la validit�e de l'algorithme annonc�e.

Extension des r�esultats

Que se passe-t-il si on dispose pour repr�esenter les entiers de 2 octets (ou
plus)?

3.2.3 R�epartitions de termes d'une suite dans un ta-

bleau

Correspondance d'indices

Soient u1; u2; � � � ; u3007 les termes d'une suite �nie. On veut ranger ces nombres

dans un tableau T1 ayant 97 lignes et 31 colonnes en prenant les termes dans

l'ordre et en remplissant successivement toutes les lignes �a partir de la pre-

mi�ere colonne. Notons ai;j l'�el�ement de la suite qui se trouve rang�e �a la ligne

i et �a la colonne j.
Dans quelle ligne i et quelle colonne j se trouve rang�e le terme un?
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R�epartition dans deux tableaux

On transf�ere le tableau T1 pr�ec�edent dans un tableau T2 ayant 31 lignes et

97 colonnes en parcourant les deux tableaux ligne par ligne �a partir de la

premi�ere colonne.

Montrer que deux �el�ements d'une même colonne dans T1 sont rang�es dans 2

colonnes di��erentes de T2.

3.3 Quelques exercices autour du chi�rement

a�ne

3.3.1 Principe du chi�rement a�ne

Les 26 lettres de l'alphabet �etant num�erot�ees de 0 �a 25, on op�ere d�esormais sur
l'ensemble I = f0; ::; 25g. On �xe deux �el�ements a et b de I, et on consid�ere
la fonction E(a;b) de I dans I d�e�nie par

E(a;b)(x) = (ax+ b) mod 26

(o�u u mod v d�esigne le reste de la division euclidienne de u par v). On
esp�ere utiliser E(a;b) comme fonction de chi�rement associ�ee �a la cl�e (a; b).
Ainsi, un texte clair �etant donn�e, le texte chi�r�e sera obtenu en transformant
successivement toutes les lettres du texte clair par la fonction E(a;b). Encore

faut-il s'assurer que cette fonction transforme bien deux lettres distinctes
en deux lettres distinctes (sinon �ca ne vas pas!) . Ceci n'est r�ealis�e que pour
certains couples (a; b). C'est ce que nous �etudions dans le paragraphe suivant.

3.3.2 Les cl�es - Les fonctions de chi�rement

a) Calculer E(7;4)(8), E(8;3)(13), E(8;3)(0).

b) Montrer que si a n'est pas premier avec 26, il existe un �el�ement x de

I distinct de 0 tel que E(a;b)(x) = E(a;b)(0). La fonction E(a;b) n'est donc pas

bijective.

c) Montrer que si a est premier avec 26 alors E(a;b) est bijective.

d) Montrer que si (a1; b1) et (a2; b2) sont deux couples distincts (o�u a1; b1; a2; b2
sont des �el�ements de I) alors E(a1;b1) 6= E(a2;b2).
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e) Trouver tous les �el�ements de I premiers avec 26. Les cl�es seront les

couples (a; b) o�u a est un �el�ement de I premier avec 26 et b un �el�ement

quelconque de I. Combien a-t-on de cl�es (et donc de fonctions de chi�rement

distinctes)?

Remarque: Ce nombre est trop petit pour que ce syst�eme cryptographique

puisse servir r�eellement.

3.3.3 Fonctions de d�echi�rement

a) Trouver z dans I et k dans Ztels que 7z + 26k = 1.

b) Trouver z dans I tel que E(7;4)(z) = 5.

c) Si (a; b) est une cl�e, nous avons vu que la fonction de chi�rement E(a;b)

est bijective. Appelons D(a;b) la fonction r�eciproque de E(a;b) (fonction de

d�echi�rement).
Montrer qu'il existe un �el�ement a0 de I tel que D(a;b) soit d�e�nit sur I par

D(a;b)(y) =
�
a0(y � b) mod 26

�
:

On indiquera comment calculer a0.

3.3.4 Cryptanalyse

Le cryptanalyste qui voit passer un texte chi�r�e, essaye de retrouver la cl�e
(a; b) qui lui est inconnue. Ici, le nombre de cl�es �etant faible une fa�con de

faire est de tester toutes les cl�es, jusqu'�a trouver un texte compr�ehensible.
Voici une attaque plus astucieuse: compte tenu des fr�equences d'apparition
des lettres dans un texte, on peut faire des hypoth�eses sur les images de
deux lettres, et �a partir de l�a d�eterminer une cl�e probable qu'il ne reste plus
qu'�a essayer. Si on n'a pas trouv�e la bonne cl�e on recommence avec d'autres

hypoth�eses.

Ceci suppose qu'on sache r�esoudre le probl�eme suivant: Trouver (a; b) connais-
sant E(a;b)(x1) et E(a;b)(x2) o�u x1 et x2 sont deux �el�ements connus de I.

a) On suppose que la cl�e (a; b) est telle que E(a;b)(8) = 20 et E(a;b)(12) = 2.
Montrer qu'il existe k tel que 4a+ 26k = 8, ou encore 2a+ 13k = 4.

D�eterminer tous les couples (a; k) avec a 2 I v�eri�ant la condition pr�ec�edente.
Trouver les cl�es (a; b) possibles.

b) Reprendre la question a) avec E(a;b)(15) = 17 et E(a;b)(2) = 4.
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3.4 Exemples sur les codes correcteurs d'�er-

reurs

3.4.1 Un code correcteur de Hamming

Ici on se propose non plus seulement de d�etecter, mais de corriger une erreur

�eventuelle. Consid�erons les nombres de 10 chi�res (num�eros de t�el�ephone

par exemple) a1a2 � � � a10 o�u les ai peuvent prendre les valeurs 0; 1; � � � ; 9.

On rajoute une cl�e constitu�ee de deux chi�res a11a12 o�u a11 et a12 peuvent

prendre les valeurs 0; 1; � � � ; 9 et aussi la valeur X, repr�esentant le nombre

10. La cl�e est calcul�ee de telle sorte que

1) a11 soit le reste de la division de

10X
i=1

ai

par 11,

2) a12 soit le reste de la division de

10X
i=1

iai

par 11.

a) Calculer la cl�e pour le num�ero 0491413940.

b) On part d'un num�ero muni de sa cl�e a1a2 � � � a12. On se propose de
montrer que si en communiquant ce num�ero on fait une erreur sur un

chi�re (et pas plus), on peut reconstituer le bon num�ero.

Montrer que si l'erreur est faite sur un ai avec 1 � i � 10 alors aucune
des relations 1) et 2) n'est v�eri��ee.

Montrer que si l'erreur est faite sur a11 la relation 1) n'est pas v�eri��ee,

mais la relation 2) l'est.

Montrer que si l'erreur est faite sur a12 la relation 1) est v�eri��ee mais

pas la relation 2).

Montrer qu'on peut corriger l'erreur. Indiquer comment.

Exemple: Soit le num�ero 049132900000. V�eri�er que ce num�ero n'est pas

correct. En supposant qu'un seul chi�re soit faux, retrouver le bon num�ero.
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3.4.2 ���Impossibilit�e de r�ealiser une correction du type

pr�ec�edent uniquement avec les chi�res d�ecimaux

Le seul ennui du codage pr�ec�edent est la pr�esence �eventuelle dans la cl�e du

symbole "parasite" X. Mais on va voir qu'avec une cl�e de deux chi�res on

ne peut pas se contenter des chi�res d�ecimaux.

Soit E l'ensemble des nombres de dix chi�res a1a2 � � � a10 o�u les ai sont des

chi�res d�ecimaux habituels. Soit F l'ensemble des nombres de 12 chi�res

d�ecimaux.

a) Quel sont les nombres d'�el�ements de E et de F ?

Si x = x1x2 � � �x10 est un �el�ement de E on calcule �a partir de x une cl�e

K(x) = x11x12 form�ee de 2 chi�res d�ecimaux. Notons f l'application de E

dans F qui �a x associe f(x) = x1x2 � � �x10x11x12 et C = f(E) l'image de E.

b) Quel est le nombre d'�el�ements de C?

Si y est un �el�ement de C on note By l'ensemble form�e de y ainsi que de tous
les �el�ements obtenus �a partir de y en modi�ant un (et un seul) chi�re de y.

c) Quel est le nombre d'�el�ements de By? Montrer qu'il existe au moins 2

�el�ements distincts z1; z2 dans C tels que Bz1 \ Bz2 6= ;.

Si t 2 Bz1 \Bz2 il est impossible de savoir si t provient d'une erreur faite sur
z1 ou d'une erreur faite sur z2. Cette obstruction montre qu'on ne peut pas
r�ealiser un code correcteur du type de l'exemple pr�ec�edent avec uniquement

des digits d�ecimaux. En essayant de faire ce même calcul sur l'exemple pr�e-
c�edent (avec 11 digits), on verra �evidemment que cette obstruction n'a pas
lieu, mais que "�ca passe juste".

3.5 Commentaires et solutions

3.5.1 Les changements de bases

Exercice : montrer que l'entier (an � � � a0)b ou an 6= 0 appartient �a l'inter-
valle [bn; bn+1[.

Solution :

1 � bn � an � bn + � � � + a0 � (b� 1)bn + (b� 1)bn�1 + � � �+ (b� 1):
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La somme de droite vaut

(b� 1)(bn + � � �+ 1) = bn+1 � 1:

Donc

bn � (an � � � a0)b < bn+1:

Passage d'une �ecriture d�ecimale �a une �ecriture binaire : Dans

l'algorithme d�ecrit, Q mod 2 est le reste de la division euclidienne de Q par

2 et Q div 2 en est le quotient.

On peut faire tourner l'algorithme sur un exemple:

Q I A[I]

a = 19 0 1

9 1 1

4 2 0

2 3 0

1 4 1

0

Ainsi l'entier (19)10 s'�ecrit (10011)2 en base 2.

Quant �a l'algorithme, on constate qu'au d�ebut on a

Q = a; I � 1 = �1;

donc

2IQ+

I�1X
j=0

A[j]2j = a:

Si cette derni�ere relation est vraie en entr�ee de boucle, puisque

Q = 2 � (Q div 2) + (Q mod 2)

alors apr�es la premi�ere instruction de la boucle

a = 2I+1 � (Q div 2) +A[I]2I
I�1X
j=0

A[j]2j

et puisqu'on met Q div 2 dans Q et I +1 dans I, la relation est encore vraie
en sortie de boucle. Or en sortie de boucle Q = 0, donc

PI�1
j=0 A[j]2

j = a, ce
qui prouve que le tableau A contient le d�eveloppement binaire de a.
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Pour les petits nombres on peut chercher la plus grande puissance de 2 qui

soit � a et soustraire cette puissance �a a. On r�eit�ere le proc�ed�e jusqu'�a un

nombre nul.

Exemple: a = 87.

a = 26 + 23; 23 = 24 + 7; 7 = 22 + 3; 3 = 2 + 1

Donc

a = 1� 26 + 0 � 25 + 1� 24 + 0 � 23 + 1� 22 + 1 � 2 + 1 = (1010111)2:

Utilisation de la base 2 pour acc�el�erer le calcul de xn.

En calculant directement x:x � � � :x on fait n � 1 multiplications. Si on d�e-

compose n en base 2 on obtient

n = ak2
k + � � �+ a12 + a0:

Alors

xn = xak2
k+���+a12+a0 = xa0 � (x2)a1 � � � � � ((x2

k�1

)2)ak :

Il y a donc au maximum k � 1 carr�es �a e�ectuer de proche en proche et au
maximum k � 1 autres produits, donc au plus 2(k � 1) multiplications.

Par exemple si n = 15 alors on calcule x2 puis x4 = (x2)2 puis x8 = (x4)2

et en�n x15 = x � x2 � x4 � x8, soit 6 multiplications. Remarquons qu'une
d�ecomposition astucieuse de 15 en 6+ 9 permet de ne faire que 5 multiplica-
tions.

Passage d'une �ecriture binaire �a une �ecriture d�ecimale

Si n = ak2
k+� � �+a0, il su�t de calculer cette somme de mani�ere "habituelle"

pour avoir le d�eveloppement d�ecimal. Ce qui nous permet d'avoir le r�esultat,
c'est bien sûr qu'on utilise les notations et les tables d'op�erations du calcul
d�ecimal.

Le calcul peut être fait de mani�ere astucieuse (surtout si ce calcul doit être

programm�e sur une machine) en utilisant l'algorithme de H�orner propos�e,
qui consiste �a �ecrire le calcul sous la forme

n = (� � � ((an � 2 + an�1)� 2 + an�2) � � �)� 2 + a0:

Par exemple si n = (10011)2 alors on calcule

n = ((((1� 2) + 0) � 2 + 0) � 2 + 1)� 2 + 1;
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et comme on calcule en base dix, on obtient le r�esultat 19 en base dix. Quand

on calcule "�a la main" sur des petits nombres, il est plus facile d'additionner

directement les puissances de 2. Ainsi, dans notre exemple, n = 24+2+ 1 =

19.

Dans l'algorithme donn�e, on peut constater que

S +

IX
J=0

A[J ]2J

a la même valeur �a l'entr�ee et �a la sortie de la boucle. Au d�ebut S = 0

I = IMax, donc cette valeur est le nombre n donn�e dans le tableau A par

son d�eveloppement binaire. �A la �n du programme on a S = n, o�u S est un

nombre entier qu'on peut faire d�esormais a�cher en d�ecimal.

Cas o�u une base est une puissance d'une autre

Ce cas est extrêmement important pour diverses applications, dont des ap-
plications �a l'informatique. De plus dans ce cas, la traduction se fait tr�es

facilement.

Exemple du passage de l'�ecriture d'un nombre en base 2 �a son �ecriture en
base 8. Si en base 2 l'entier n s'�ecrit (anan�1 � � � a1a0)2, c'est que n = an2

n +
an�12

n�1 + � � � + a12 + a0. Tout groupement de 3 termes cons�ecutifs de la
forme

a3i+22
3i+2 + a3i+12

3i+1 + a3i2
3i

est �egal �a
(a3i+22

2 + a3i+12 + a3i)8
i:

De plus

0 � a3i+22
2 + a3i+12 + a3i � 7:

Donc si l'�ecriture de n en base 8 est (bpbp�1 � � � b1b0)8, le terme bi est �egal �a
a3i+22

2 + a3i+12 + a3i d'apr�es l'unicit�e de l'�ecriture dans une base donn�ee.

Pour �ecrire par exemple (10010101110101)2 en base 8 on partage les chi�res

en paquets de 3 �a partir de la droite:

10 010 101 110 101:

Chaque paquet donne un digit octal

2 2 5 6 5;
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donc le nombre �ecrit en octal est (22565)8.

Exemple du passage de l'�ecriture d'un nombre en base 8 �a son �ecriture en base

2. Si le nombre s'�ecrit n = (bpbp�1 � � � b1b0)8, c'est que n = bp2
3p+bp�12

3(p�1)+

� � �+b12
3+b0 avec 0 � bi � 7. Donc bi = (xyz)2 et bi2

3i = x23i+2+y23i+1+z23i.

En rempla�cant chaque bi par son d�eveloppement en base 2 et en concat�enant

tous les r�esultats on obtient le d�eveloppement de n en base 2.

Par exemple si n = (520761)8 alors en base 2 on obtient 101 010 000 111 110 001,

c'est-�a-dire n = (101010000111110001)2.

Exemple de l'utilisation d'une base 10m pour faire avec une calculette des

op�erations sur de longs nombres. Par exemple pour obtenir la valeur exacte

de � = 39678472 � 8752338, on travaille en base 104, ce qui permet d'�ecrire

� = (3967 � 104 + 8472)(875 � 104 + 2338);

puis la suite de calculs

� = (3967 � 875)108 + (3967 � 2338 + 8472 � 875)104 + (8472 � 2338);

� = 3471125 � 108 + 16687846 � 104 + 19807536;

� = 347 � 1012 + (1125 + 1668) � 108 + (7846 + 1980) � 104 + 7536;

� = 347 2793 9826 7536:

Remarquons qu'on peut de la mani�ere indiqu�ee ne calculer que 3 produits
au lieu de 4, mais cette fa�con de faire a plutôt une importance th�eorique que
pratique.

3.5.2 La divisibilit�e, les congruences

Travail pr�eliminaire sur la congruence modulo 97

Exercice : Montrer que 97 est un nombre premier. Montrer que si 1 �

y � 9 et si n est un entier, les nombres y10n et 97 sont premiers entre eux.

Prouver que si n = (a5a4 � � � a0)10 alors n et a0+10a1+3a2+30a3+9a4�7a5
ont le même reste dans leur division par 97.

Solution : On peut �etablir la table des nombres premiers jusqu'�a 100 par
l'algorithme du crible.

97 �etant premier il su�t de montrer que 97 ne divise pas y10n. Les seuls

diviseurs premiers de y10n sont les diviseurs premiers de y donc des nombres
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� 9 et les diviseurs premiers de 10n c'est-�a-dire 2 et 5. Le nombre 97 ne �gure

pas parmi eux.

Il su�t d'appliquer la compatibilit�e de la congruence modulo 97 avec l'addi-

tion et la multiplication pour conclure, en remarquant que 100 est congru �a

3 modulo 97, 1000 est congru �a 30 modulo 97, 10000 est congru �a 9 modulo

97 et 100000 est congru �a 90 modulo 97, ou encore �a �7.

Num�ero I.N.S.E.E.

a) Il su�t de calculer.

b) Si A = 106H + L la compatibilit�e de la congruence modulo 97 avec

l'addition et la multiplication permet de dire que si a est congru �a 106 modulo

97 alors A et aH +L ont le même reste dans leur division par 97. Or 106 est
congru �a 27 modulo 97.

c) Pour v�eri�er la coh�erence de A1 on peut proc�eder de la mani�ere suivante:
on �ecrit que A1 = 100A +K, puis on pose A2 = A+K et on v�eri�e que A2

est un multiple de 97 (A2 = 97q + r + 97 � r).

Si l'un des chi�res de A1 est modi��e alors A2 devient un nombre A0
2 de telle

sorte que jA0
2�A2j = a10n o�u 1 � a � 9. En utilisant l'exercice du paragraphe

pr�ec�edent on en conclut que jA0
2�A2j n'est pas congru �a 0 modulo 97, et donc

A0
2 et A2 ne sont pas congrus modulo 97. Le calcul de coh�erence pr�ec�edent

produit alors un A0
2 qui n'est pas divisible par 97.

Si deux chi�res cons�ecutifs distincts sont permut�es, une �etude des trois
cas: les deux chi�res sont dans la cl�e, un chi�re est dans la cl�e l'autre non,
aucun des chi�res n'est dans la cl�e, montre que dans tous les cas

jA0
2 �A2j = j(xy)10� (yx)10j10

n = a10n

o�u 1 � a � 81 (le maximum pour j(xy)10� (yx)10j est obtenu pour 90� 09).

Par un raisonnement analogue au pr�ec�edent on conclut que A0
2 et A2 ne sont

pas congrus modulo 97 et donc A0
2 n'est pas divisible par 97.

d) Ajouter par exemple un multiple de 97 �a A.

Cl�e R.I.B.

Ce probl�eme est �a peu pr�es identique au pr�ec�edent.
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b) on pose 100A = H � 1012 +M � 106 + L et on constate que 106 est

congru �a 27 modulo 97 et que 1012 est congru �a 50 modulo 97. Donc r est le

reste de la division euclidienne de

50 �H + 27 �M + L

par 97.

c) Dans ce cas,

A1 = 100A + 97 � r = 97q + r + 97 � r = 97(q + 1);

c'est-�a-dire que A1 est un multiple de 97. �A partir de l�a on refait les raison-

nements du probl�eme pr�ec�edent.

Num�ero I.S.B.N.

a) Remarquons que a10 =
P9

i=1 iai. Ceci simpli�e un peu le calcul de la
cl�e.

b) Soit A un num�ero valide. Appelons A1 le nombre
P10

i=1 ia11�i obtenu �a
partir des chi�res de A. On sait que A1 est divisible par 11. Si un chi�re de
A est modi��e, on obtient alors A0 dont le nombre associ�e A0

1 v�eri�e

jA0
1 �A1j = ia

o�u 0 � i � 10, 1 � a � 9. Le nombre ia est premier avec 11, donc A0
1 n'est

pas divisible par 11, ce qui permet de d�etecter l'erreur.

c) Si deux chi�res distincts sont permut�es, par exemples ceux d'indices i

et j, le nombre A1 devient A
0
1 et

A0
1 �A1 = i(aj � ai) + j(ai � aj) = a(i� j);

o�u a = aj � ai. On a 1 � jaj � 9 et 1 � ji� jj � 9. Donc A0
1 �A1 n'est pas

divisible par 11 et A0
1 n'est pas divisible par 11.

d) On cherche a et b tels que 2842250ab1 soit un code I.S.B.N. valide. Cela

revient �a chercher a et b tels que

1 + 2b+ 3a+ 5 � 5 + 6 � 2 + 7� 2 + 8� 4 + 9 � 8 + 10 � 2

soit un multiple de 11 ou encore on cherche a et b tels que 3a + 2b soit

un multiple de 11 avec 0 � a � 9 et 0 � b � 9. On remarque que 0 �



Activit�es 45

3a+ 2b � 45, donc on cherche les solutions a et b parmi les couples tels que

3a+ 2b = 11k et k = 0; 1; 2; 3; 4.

Pour k = 0 on a un couple qui convient a = 0, b = 0.

Pour k = 1, 3a+2b = 11, donc a est impair et on trouve les couples suivants

qui conviennent: a = 1; b = 4, a = 3; b = 1.

Pour k = 2, 3a + 2b = 22, donc a est pair, et on trouve les couples suivants

qui conviennent: a = 2; b = 8, a = 4; b = 5, a = 6; b = 2.

Pour k = 3, 3a+2b = 33, donc a est impair et on trouve les couples suivants

qui conviennent: a = 5; b = 9, a = 7; b = 6, a = 9; b = 3.

Pour k = 4, 3a+ 2b = 44, il n'y a aucune solution valide.

e) La simple somme des chi�res aurait permis de d�etecter une erreur mais

pas une permutation de deux chi�res distincts.

Le code U.P.C.

a) la cl�e associ�ee au nombre 35602387190 est le nombre K compris entre
0 et 9 tel que 3(3 + 6 + 2 + 8 + 1 + 0) + (5 + 0+ 3 + 7 + 9 +K) soit divisible

par 10, c'est-�a-dire tel que 4 +K soit divisible par 10. Donc K = 6.

b) Si un chi�re du nombre A = a1a2 � � � a12 est modi��e, la somme A1 =P5

i=0 3a2i+1 +
P6

i=1 a2i associ�ee �a A est modi��ee en A0
1 de telle sorte que

jA0
1 � A1j = a ou que jA0

1 � A1j = 3a avec 1 � a � 9. Dans chacun de ces

cas A0
1 � A1 n'est pas divisible par 10 et donc A0

1 n'est pas divisible par 10
ce qui permet de d�etecter l'erreur.

c) Si le chi�re a2i est permut�e avec a2i+1, la somme A1 est transform�ee en

A0
1 de telle sorte que

A0
1 �A1 = a2i+1 � a2i + 3(a2i � a2i+1):

Donc

A0
1 �A1 = 2(a2i � a2i+1):

En dehors des cas o�u ja2i�a2i+1j = 5, A0
1�A1 n'est pas divisible par 10 donc

l'erreur est d�etect�ee.

Repr�esentation des entiers en machine

Repr�esentation en compl�ement �a 2
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a) Si x et y �el�ements de I ont le même reste dans leur division par 256

alors x � y est un multiple de 256, donc y = x+ 256k ce qui n'est possible

que si x = y. Donc deux �el�ements distincts ont deux images distinctes. De

plus I et J ont le même nombre d'�el�ements, donc R est bijective.

b) R(0) = 0 = (00000000)2 ; R(100) = 100 = (01100100)2 ; R(127) =

127 = (01111111)2 ;R(�1) = 255 = (11111111)2 ;R(�100) = 156 = (10011100)2 ;

R(�128) = 128 = (10000000)2

c) Si x � 0 alors x = 0 � 256 + R(x) et R(x) = x. Si x < 0 alors

x = (�1)� 256 +R(x), et R(x) = x+ 256.

d) Si 0 � x � 127 alors R(x) = x, ce qui prouve que l'image de l'en-

semble des �el�ements positifs de I est f0::127g. Comme R est une bijection,

l'image de l'ensemble des �el�ements strictement n�egatifs de I est f128::255g.

Le d�eveloppement binaire de 128 est (10000000)2 . Par suite le d�eveloppement
binaire de R(x) a son "bit de poids fort" �egal �a 1 si x < 0 et son bit de poids

fort �egal �a 0 si x � 0.

e) Si x < 0 alors �x > 0 donc R(�x) = �x. De plus R(x) = 256 + x,
donc R(�x) = 256 �R(x).

Si x > 0 alors �x < 0 donc R(�x) = 256 � x , c'est-�a-dire R(�x) =
256 �R(x).
Dans tous les cas on a donc R(�x) = 256 �R(x).
On peut alors �ecrire R(�x) = 255�R(x) + 1, et comme 255 = (11111111)2 ,
pour passer de la repr�esentation binaire de R(x) �a celle de R(�x) il su�t de

retrancher la repr�esentation binaire de R(x) de (11111111)2, ce qui se fait en
changeant les 0 en 1 et les 1 en 0, puis ajouter 1.

f) Exemple: pour calculer R(�20) on calcule R(20) = 20 = (00010100)2 ,
puis on change les 0 en 1 et les 1 en 0: (11101011)2 , en�n on ajoute 1 pour
obtenir le r�esultat: R(�20) = (11101100)2 .
Pour calculerR(18) il y a juste �a d�evelopper 18 en binaireR(18) = (00010010)2 .

Addition des entiers et repr�esentation

a) Quand on tronque n �a partir du bit num�ero 8 (neuvi�emebit), on enl�eve

�a n un multiple de 256, si bien que n = 256q + T (n) o�u 0 � T (n) � 255.
Donc T (n) est le reste de la division euclidienne de n par 256, c'est-�a-dire

T (n) = n mod 256.

b) En vertu de la compatibilit�e de la congruence par rapport �a l'addition

on peut �ecrire que x1 et R(x1) ont le même reste dans la division par 256,
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x2 et R(x2) ont le même reste dans la division par 256, donc x1 + x2 et

R(x1)+R(x2) on aussi le même reste. Ce reste est par d�e�nition R(x1+x2),

c'est aussi d'apr�es ce qu'on a vu pr�ec�edemment T (R(x1) +R(x2)).

En cons�equence pourvu que x1, x2 et x1 + x2 soient dans I, on obtient le

d�eveloppement binaire de R(x1 + x2) en additionnant les d�eveloppements

binaires de R(x1) et R(x2), et en tronquant au del�a du huiti�eme bit.

c) Nous allons calculer dans di��erents cas C;�; V et regarder dans chaque

cas la validit�e de l'op�eration.

c1) x1 � 0 et x2 � 0.

Dans ce cas on a R(x1) = x1, R(x2) = x2, R(x1)+R(x2) < 256, donc C = 0.

� Si x1 + x2 � 127 (ou R(x1) +R(x2) � 127), l'op�eration est valide, il n'y a

pas non plus de retenue du septi�eme bit vers le huiti�eme (puisque le r�esultat

ne d�epasse pas 127). Dans ce cas on a � = 0 et donc V = 0.

� Si x1 + x2 � 128 (ou R(x1) + R(x2) � 128), l'op�eration n'est pas valide,
il y a une retenue du septi�eme bit vers le huiti�eme (puisque le r�esultat est
� 128). Dans ce cas � = 1 et V = 1.

c2) x1 � 0 et x2 < 0 (ou de fa�con sym�etrique x1 < 0 et x2 � 0).

L'op�eration est toujours valide. De plus le huiti�eme bit de R(x1) est 0 alors
que celui de R(x2) est 1. Par suite il y a une retenue du huiti�eme bit vers
l'ext�erieur si et seulement si il y a une retenue du septi�emebit vers le huiti�eme.
En cons�equence ou bien C = � = 1 ou bien C = � = 0. Dans les deux cas
V = 0.

c3) x1 < 0 et x2 < 0.

Les d�eveloppements binaires de R(x1) et R(x2) ont tous leur huiti�eme bit
valant 1. Donc C = 1.

On consid�ere alors les 7 premiers bits de R(x1) et R(x2), ce qui revient �a
prendre R(x1)�128 et R(x2)�128. Or R(x1) = x1+256 et R(x2) = x2+256,

donc

(R(x1)� 128) + (R(x2)� 128) = x1 + x2 + 256:

� Si x1+x2 < �128 (op�eration invalide) alors (R(x1)�128)+(R(x2)�128) <

128, et il n'y a pas de retenue du septi�eme bit vers le huiti�eme. Donc � = 0,

V = 1.

� Si x1+x2 � �128 (op�eration valide) alors (R(x1)�128)+(R(x2)�128) �
128, et il y a une retenue du septi�eme bit vers le huiti�eme. Donc � = 1,

V = 0.
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c4) En raisonnant par exhaustion on voit que l'op�eration est valide si et

seulement si V = 0.

Extension des r�esultats Il su�t de remplacer 256 par 216 si on travaille

sur deux octets. On obtiendra les mêmes r�esultats.

R�epartitions de termes d'une suite dans un tableau

Correspondance d'indices

Les termes �etant rang�es comme indiqu�e, le terme ai;j correpondant �a la ie

ligne et la je colonne est le terme un avec n = (i� 1)31 + j et 1 � j � 31. Si

bien que n� 1 = (i� 1)31 + (j � 1) avec 0 � j � 1 < 31. Donc (i� 1) est le

quotient euclidien de n� 1 par 31 et j � 1 est le reste de cette division.

R�epartition dans deux tableaux

Deux �el�ements un et um de la suite sont rang�es dans la même colonne pour
les deux tableaux si et seulement si

n�m = 31k

et

n�m = 97r:

Mais 97 et 31 sont premiers entre eux, donc n�m est multiple de 31� 97 =

3007, ce qui est impossible car jn�mj � 3006.

On peut donner quelques activit�es plus d�etaill�ees autour de ce th�eme.

A) Soient u1; � � � ; u3071 donn�es. On veut ranger ces 3071 nombres dans un

tableau ayant 83 lignes et 37 colonnes en prenant les termes dans l'ordre et en
remplissant successivement toutes les lignes �a partir de la premi�ere colonne.
Notons ai;j l'�el�ement de la suite qui se trouve rang�e dans la ligne i et la
colonne j.

1) Dans quelle ligne et quelle colonne se trouve rang�e le terme u35? Le terme

u38? Le terme u74? Quel est le terme rang�e dans la ligne 78 et la colonne 28?
Dans quelle ligne i et quelle colonne j se trouve rang�e le terme u1245? Quel
lien y-a-t-il avec la division euclidienne par 37? Dans quelle ligne et quelle

colonne se trouve rang�e le terme un?

2) �A quelle condition sur n et m les termes un et um sont ils dans la même

ligne?
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�A Quelle condition sur n et m les termes un et um sont ils dans la même

colonne?

B) On reprend les mêmes questions mais avec la suite v1; � � � ; v3072 �a ranger

dans un tableau de 64 lignes et de 48 colonnes. En quoi les r�eponses di��erent

elles de celle de l'exemple A)?

C) On transf�ere le tableau T1 de l'exemple A) dans un tableau T2 ayant 37

lignes et 83 colonnes en parcourant les deux tableaux ligne par ligne �a partir

de la premi�ere colonne.

1) Si un et um sont dans la même colonne du tableau T1, peuvent ils être

dans la même colonne du tableau T2?

2) Un �el�ement peut il être rang�e dans la même colonne dans T1 et T2?

D) On transf�ere le tableau T3 de l'exemple B) dans un tableau T4 ayant

48 lignes et 64 colonnes. R�epondre aux mêmes questions que dans C).

3.5.3 Le chi�rement a�ne

Les cl�es - Les fonctions de chi�rement

a) E(7;4)(8) = 8; E(8;3)(13) = 3; E(8;3)(0) = 3.

b) Si a n'est pas premier avec 26 soit d diviseur commun> 1. Alors a = da0

et 26 = db0. Prenons x = b0, alors ax = da0b0 = 26a0. Donc (ax+ b) mod 26 =
b. Par suite E(a;b)(b

0) = E(a;b)(0) ce qui prouve que E(a;b) n'est pas bijective.

c) Supposons E(a;b)(x) = E(a;b)(y). Alors a(x � y) est un multiple de 26.
Comme a est premier avec 26, x�y est un multiple de 26 (th�eor�eme d'Euclide

Gauss). Mais jx� yj < 26 ,donc x = y. Comme de plus l'ensemble de d�epart
I a le même nombre d'�el�ements que l'ensemble d'arriv�ee (qui est aussi I),
l'application est bijective.

d) Supposons que E(a1;b1) = E(a2;b2) alors en prenant x = 0 on a b1 =
b2. Prenons maintenant x = 1 alors a1 � a2 est divisible par 26. Comme

ja1 � a2j < 26 on a a1 = a2.

e) Les �el�ements de I premiers avec 26 sont 1; 3; 5; 7; 9; 11; 15; 17; 19; 21; 23; 25.

On dispose donc de 12 � 26 = 312 cl�es.

Fonctions de d�echi�rement

a) 7 et 26 �etant premiers entre eux on peut trouver z et k tels que 7z+26k =

1. Si de plus on impose �a z d'être dans I, il y a unicit�e. z = 15; k = �4.
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b) On cherche z tel que 7z+4 = 5+26k, ou encore 7z�26k = 1. En vertu

du a) on a z = 15.

c) Si D(a;b)(y) = x alors y = ax+ b+ 26k, ax = (y � b) + 26k. Soit a0 2 I

tel que aa0 = 1+26u (cf. question pr�ec�edente). Alors aa0x = a0(y�b)+26ka0

ou encore x+ 26ux = a0(y � b) + 26ka0, c'est-�a-dire x = a0(y � b) + 26k1.

Cryptanalyse

a) On a les deux conditions

8a+ b = 20 + 26k1

et

12a + b = 2 + 26k2:

On en d�eduit que 4a = �18+26(k2�k1) ou encore que 4a = �18+26+26(k2�
k1 � 1), ce qui donne 4a+ 26k = 8, puis 2a+ 13k = 4. On a n�ecessairement

k pair, et k � 0. Essayons k = 0 on obtient a = 2 et b = 4, et cette solution
ne convient pas car 2 n'est pas premier avec 26. Essayons k = �2, on obtient
a = 15 donc b = 4 et cette solution convient. �A partir de k = �4 on obtient
un a trop grand.

b) On a les deux conditions

15a + b = 17 + 26k1

et

2a+ b = 4 + 26k2:

On en d�eduit que 13a = 13 + 26(k1 � k2) ou encore a = 1 + 2k.

Les solutions admissibles sont a = 1; b = 2; a = 3; b = 24; a = 5; b = 20; a =
7; b = 16; a = 9; b = 12; a = 11; b = 8; a = 15; b = 0; a = 17; b = 22; a =
19; b = 18; a = 21; b = 14; a = 23; b = 10; a = 25; b = 6. Pour choisir la
bonne cl�e il faut faire des essais jusqu'�a obtenir un texte compr�ehensible.

3.5.4 Exemples sur les codes correcteurs d'�erreurs

Un code correcteur de Hamming

a) Il su�t de calculer pour trouver la cl�e 27.
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b) Soit A le num�ero (muni de sa cl�e) dont on part. Soit A1 =
P10

i=1 ai�a11
et A2 =

P10

i=1 iai�a12. Alors A1 et A2 sont divisibles par 11. Si on modi�e un

chi�re de A d'indice 1 � j � 10, alors A1 est transform�e en A0
1 de telle sorte

que A0
1�A1 = e 6= 0 o�u �9 � e � 9, ce qui prouve que A0

1 n'est pas divisible

par 11. De même A2 est transform�e en A0
2 de telle sorte que A0

2 �A2 = je.

Le nombre je n'est pas divisible par 11, donc A0
2 ne l'est pas non plus.

Si la modi�cation porte sur a11 alors A1 est transform�e en A0
1 et ce dernier

nombre n'est pas divisible par 11, alors que A2 n'est pas modi��e.

Si la modi�cation porte sur a12 c'est A1 qui n'est pas modi��e alors que A2

est transform�e en un nombre A0
2 qui n'est pas divisible par 11.

La correction de l'erreur se fait alors de la fa�con suivante:

si seule la relation 2) n'est pas v�eri��ee, alors l'erreur porte sur a12 et le bon

a12 est d�etermin�e par un calcul direct de la cl�e comme au a) puisque les 10
premiers chi�res sont corrects;

si seule la relation 1) n'est pas v�eri��ee alors l'erreur porte sur a11, et comme
pr�ec�edemment par le calcul de la cl�e utilisant les 10 premiers chi�res on
reconstitue a11;

si aucune des relations 1) et 2) n'est v�eri��ee, c'est que l'erreur se situe en

une position j o�u 1 � j � 10. Si aj est modi��e en a0j = aj + e, (�9 � e � 9)
On a A0

1 � A1 = e. Alors e est congru �a A0
1 modulo 11 (e = A1 + 11k1).

Ceci nous permet de d�eterminer au plus deux valeurs possibles pour e, l'une
positive qu'on notera e1 (reste de la division de A1 par 11), l'autre n�egative
(puisque �9 � e � 9).

De même A0
2 � A2 = je et par suite je1 est congru �a A0

2 modulo 11 (je1 =

A2 + 11k2).

Le nombre e1 est premier avec 11, donc on peut trouver s et k3 tels que
se1 + 11k3 = 1. Par suite je1s = j � 11jk3 = sA2 + 11sk2, ce qui donne
j = sA2 + 11k. j est donc congru �a sA2 modulo 11, et comme 1 � j � 10,
on d�etermine la position j de mani�ere unique. Maintenant on a la valeur

de a0j et parmi les deux valeurs possibles de e il n'y en a qu'une telle que

0 � a0j � e = aj � 9.

Exemple: on a le num�ero 049132900000. On calcule le reste e1 de la division de

A0
1 par 11 et on trouve e1 = 6; on peut donc prendre s = 2 ( car 2�6�11 = 1).

On calcule le reste de la division de A0
2 par 11 et on trouve 8. Par suite j

doit être tel que 6j = 8+ 11k, ce qui donne en multipliant par s, j congru �a
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16 modulo 11, c'est-�a-dire j = 5. Comme a5 + e = 3 et que e est congru �a 6

modulo 11, c'est que e = �5 et a5 = 8.

Impossibilit�e de r�ealiser une correction de type pr�ec�edent unique-

ment avec des chi�res d�ecimaux

a) E a 1010 �el�ements et F en a 1012.

b) C a le même nombre d'�el�ements que E c'est-�a-dire 1010.

c) Le nombre d'�el�ements pouvant être obtenus �a partir de y 2 C par

modi�cation d'un chi�re est 12 � 9. Si on rajoute l'�el�ement y lui même on

voit que By a 109 �el�ements.

Si les ensembles By (y 2 C) �etaient disjoints, leur r�eunion comporterait

1010�109 �el�ements, ce qui est strictement plus que le nombre total d'�el�ements
de F (car 1010 � 109 > 1012). Par suite il existe au moins deux �el�ements de
C, distincts, z1 et z2, tels que Bz1 \Bz2 6= ;.

Si on fait le calcul dans le cadre de l'exercice pr�ec�edent (on permet 11 chi�res
au lieu de 10) alors E et C ont 1110 �el�ements, F a 1112 �el�ements, By a 121

�el�ements et on constate que 121 � 1110 = 1112, ouf!
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Chapitre 4

Compl�ements d'arithm�etique

�el�ementaire

4.1 Introduction - Notations.

Ce texte est une �etude �el�ementaire de l'arithm�etique. Nous essayons �a travers
le cas particulier important de l'anneau Z de mettre en place une �etude

g�en�eralisable �a d'autres anneaux, en mettant l'accent sur les m�ethodes de
base de l'alg�ebre commutative. Ainsi la relation de divisibilit�e est �etudi�ee �a
travers la relation d'inclusion entre id�eaux. Nous regardons aussi le passage
au quotient par un id�eal (dans notre cas, les classes r�esiduelles modulo n).

4.2 Etude �el�ementaire de Z.

4.2.1 Ensembles major�es et minor�es de Z.

Rappelons que dans un ensemble ordonn�e A, une partie B est ditemajor�ee

(resp.minor�ee) s'il existe un �el�ement de A plus grand (resp. plus petit) que
tous les �el�ements de B.

DansZles ensembles major�es et les ensembles minor�es ont un comportement

tr�es simple et r�epondent au comportement suivant

Tout ensemble major�e de Za un plus grand �el�ement. Tout ensemble minor�e

de Za un plus petit �el�ement.
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4.2.2 Quelques fonctions �el�ementaires li�ees aux entiers

Il existe quelques fonctions classiques simples d�e�nies sur R, qui prennent
des valeurs enti�eres:

trunc(x) : cette fonction associe �a x l'entier situ�e entre x et 0 le plus

proche de x.

trunc(�3:1) = �3;

trunc(2:6) = 2;

trunc(3) = 3:

round(x) : cette fonction associe �a x l'entier le plus proche de x. Dans

le cas o�u on tombe exactement entre deux entiers on choisit celui de plus

grande valeur absolue.

round(2:1) = 2;

round(�3:8) = �4;

round(5:5) = 6;

round(�3:5) = �4:

frac(x) : cette fonction associe �a x sa partie fractionnaire, c'est-�a-dire

frac(x) = x� trunc(x):

frac(2:3) = 0:3;

frac(�4:7) = �0:7:


oor(x) : cette fonction associe �a x le plus grand entier � x.

floor(4:6) = 4;

floor(5) = 5;

floor(�3:1) = �4:

ceil(x) : cette fonction associe �a x le plus petit entier � x.

ceil(4:6) = 5;

ceil(5) = 5;

ceil(�3:1) = �3:
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4.2.3 La division dans Z.

D�e�nition et propri�et�es �el�ementaires

D�e�nition 4.2.1 Soient a et b deux �el�ements de Z. Nous dirons que a est

divisible par b s'il existe un �el�ement q dans Ztel que a = bq. Dans ce cas

nous noterons bja.

Remarquons que si a 6= 0 et si b divise a alors b 6= 0 et q est unique. On dira

que q est le quotient exact de a par b et on le notera a=b. Dans ce cas a=b

divise aussi a.

Nous pouvons remarquer directement un certain nombre de propri�et�es �el�e-

mentaires qui d�erivent simplement de la d�e�nition.

Proposition 4.2.1

1) aja.

2) cjb et bja implique cja.

3) ajb et bja implique jaj = jbj.

(On a presque une relation d'ordre; si on restreint la relation �a N on a une

relation d'ordre).

4) cja et cjb implique cj(ua+ vb).

5) acjab et a 6= 0 implique cjb.

6) 1ja.
7) aj0.

8) 0ja implique a = 0.
9) bja et a 6= 0 implique jbj � jaj.

La division Euclidienne dans Z.

Soit b un nombre entier distinct de 0. Pour tout entier k d�e�nissons l'intervalle
Ik par

Ik = [kb; kb+ jbj[= fx 2Zj kb � x < kb+ jbjg:

En utilisant le fait que tout ensemble major�e de Za un plus grand �el�ement

on peut montrer que les intervalles Ik constituent une partition deZet aussi

que pour tout entier a 2 Z il existe un entier q unique appel�e quotient
euclidien de a par b tel que a soit dans l'intervalle Iq. On peut donc �ecrire
a sous la forme
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a = qb+ r

avec

0 � r < jbj;

et cette �ecriture est unique sous ces conditions. L'entier r est appel�e le reste

de la division euclidienne de a par b.

Lorsque b divise a, q est le quotient exact de a par b et r = 0.

Voici l'algorithme d'Euclide qui permet d'obtenir e�ectivement q et r et

qui peut servir aussi de d�emonstration �a l'existence du couple (q; r). Cet

Algorithme consiste �a faire des soustractions successives:

B : = b;

R : = a;

Q : = 0;

tant que R � B faire

d�ebut

R : = R �B;

Q : = Q+ 1;

�n ;

A la �n on a dans la variable Q le quotient cherch�e et dans la variable R le
reste.

En e�et, remarquons qu'�a l'entr�ee de la boucle, il y a b dans B, a dans R
et 0 dans Q, donc a = B � Q + R. D'autre part si quand on commence un
tour de boucle on a a = B � Q + R, �a la �n du tour de boucle on a aussi

cette même �egalit�e puisque R a diminu�e de b alors que Q a augment�e de 1
ou encore Q �B a augment�e de b. En �n de boucle on a donc a = B �Q+R

et 0 � R < B. (Puisque tout ensemble minor�e de Za un plus petit �el�ement,
le programme s'arrête).

4.2.4 La divisibilit�e dans Z

Divisibilit�e et inclusion

Nous allons �etudier la relation de divisibilit�e dansZ, et pour cela nous faisons
une remarque pr�eliminaire tr�es simple:
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pour que b divise a il faut et il su�t que l'ensemble des multiples

de a soit inclus dans l'ensemble des multiples de b.

Ainsi la relation de divisibilit�e s'exprime simplement �a travers la relation

d'inclusion entre certaines parties de Z. Ce sont ces parties (ensembles de

multiples) que nous allons donc �etudier dans un premier temps.

Id�eaux et ensembles de multiples

Soit a 2 Z. Notons aZ l'ensemble des multiples de a. Il est tr�es facile de

v�eri�er que l'ensemble aZposs�ede les propri�et�es suivantes:

� aZest un sous groupe de Z;

� le produit d'un �el�ement quelconque de aZpar un �el�ement quelconque

de Zappartient �a aZ.

Ces deux propri�et�es d�e�nissent ce qu'on appelle un id�eal de Z.
Ainsi, dans Z, tout ensemble de multiples est un id�eal de Z.

R�eciproquement, tout id�eal de Zest l'ensemble des multiples d'un �el�ement
a de Z. En e�et, Soit I un id�eal de Z. Si I = f0g le r�esultat est bien vrai
avec a = 0. Sinon, il existe dans I un plus petit entier strictement positif a.
Alors, si b 2 I, par division euclidienne on obtient b = aq+ r avec 0 � r < a.

Comme a et b sont dans I, il en est de même pour r; donc en vertu du
choix de a on conclut r = 0, ce qui prouve le r�esultat. En conclusion on a le
th�eor�eme

Th�eor�eme 4.2.1 la classe des id�eaux de Zest la classe des sous ensembles

deZde la forme aZ. (On dit que dansZtout id�eal est principal ou encore

que Zest principal).

Remarque : La d�emonstration du th�eor�eme 4.2.1 est importante car elle
re
�ete une d�emarche tr�es fr�equente dans ce type de situations.
Si I est un id�eal il existe un et un seul a � 0 tel que I = aZ.

Cons�equences, th�eor�eme de Bezout, applications

Nous nous int�eressons maintenant �a la somme de deux id�eaux I1 = aZet

I2 = bZ

I1 + I2 = fi = i1 + i2 j i1 2 I1; i2 2 I2g = fau+ bv j u 2Z; v 2Zg
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ainsi qu'�a leur intersection I1 \ I2.

Th�eor�eme 4.2.2 La somme et l'intersection de deux id�eaux sont des id�eaux.

Preuve : Il su�t de revenir �a la d�e�nition d'un id�eal. On v�eri�e ais�ement

les propri�et�es attendues.

Par application du th�eor�eme 4.2.1 nous obtenons le r�esultat suivant

Th�eor�eme 4.2.3 Il existe un et un seul entier d � 0 tel que aZ+ bZ= dZ
et un seul entier m � 0 tel que aZ\ bZ= mZ.

Th�eor�eme 4.2.4 Si a 6= 0 ou b 6= 0 alors d 6= 0 et d est le plus grand

diviseur commun de a et b, et tout diviseur commun de a et b est un diviseur

de d. Dans tous les cas m est le plus petit commun multiple � 0 de a et b et

tout multiple commun de a et b est un multiple de m.

Preuve : On voit que aZ� dZet que bZ� dZ. Donc dja et djb. Il est clair
que si cja et cjb alors aZ� cZet bZ� cZ, donc dZ� cZ. On voit aussi
que mZ� aZet que mZ� bZ. Donc m est multiple de a et de b. Si c est
multiple de a et de b alors cZ� aZet cZ� bZ, donc cZ� mZ.

Remarque : Le cas o�u a = b = 0 est sp�ecial car alors on a d = 0. Dans ce
cas il n'y a pas de plus grand diviseur commun �a a et b (tout �el�ement de Z
est diviseur commun).

Le nombre d sera not�e pgcd(a; b). Le nombre m sera not�e ppcm(a; b).

Voici quelques propri�et�es �el�ementaires du pgcd (et du ppcm).

Proposition 4.2.2

1) pgcd(a; b) =pgcd(b; a).

2) pgcd(a; (b; c)) =pgcd((a; b); c).

3) pgcd(ca; cb) = jcjpgcd(a; b).

4) pgcd(a; 1) = 1.
5) Soit a0 = a=pgcd(a; b) et b0 = b=pgcd(a; b). Alors pgcd(a0; b0) = 1.

6) jabj =pgcd(a; b)ppcm(a; b).

D�e�nition 4.2.2 Lorsque pgcd(a; b) = 1, nous dirons que les nombres a et

b sont premiers entre eux.
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Th�eor�eme 4.2.5 (Th�eor�eme de Bezout) Deux nombres entiers a et b

sont premiers entre eux si et seulement s'il existe des entiers u et v tels que

au+ bv = 1.

Preuve : Ce th�eor�eme d�ecoule imm�ediatement du th�eor�eme 4.2.3.

Th�eor�eme 4.2.6 (Lemme d'Euclide) Si c divise ab et si c est premier avec

b alors c divise a.

Preuve : Si c est premier avec b alors on peut trouver u et v tels que

uc+bv = 1. Par suite auc+abv = a. Mais auc est divisible par c et abv aussi,

donc a est divisible par c.

Aspects algorithmiques

Voici un algorithme (algorithme d'Euclide �etendu) qui permet de calculer
le pgcd d de deux nombres a et b, ainsi que des coe�cients u et v tels que
au+ bv = d.

Posons t0 = a, t1 = b et par r�ecurrence pour i > 1

ti = ti�2 � qiti�1

o�u qi est le quotient de ti�2 par ti�1. Ainsi ti est le reste de la division
pr�ec�edente.

1) Montrer qu'il existe un plus petit entier k tel que tk = 0.
2) Montrer que tk�1 est le pgcd de a et de b.

On pose u0 = 1, v0 = 0, u1 = 0, v1 = 1. Et on d�e�nit par r�ecurrence pour
i > 1

ui = ui�2 � qiui�1;

vi = vi�2 � qivi�1:

3) Montrer que pour tout 0 � i � k � 1 on a ti = aui + bvi.

4) En conclure l'existence et le calcul de u et v tels que au+ bv = d.

Aspects relation d'ordre

Si on se restreint �a N� = N n f0g, la relation de divisibilit�e est une relation

d'ordre et pour cette relation d'ordre les intervalles sont �nis. On peut vouloir

�etudier des fonctions arithm�etiques, c'est-�a-dire des fonctions d�e�nies sur N�
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�a valeurs dans Z, R, C , ou plus g�en�eralement dans un groupe ab�elien. Si f

est une telle fonction d�e�nissons la fonction

g(n) =
X
djn

f(d):

Est il possible d'exprimer f en fonction de g? Pour cela d�e�nissons la fonction

de M�obius arithm�etique par

�(1) = 1;

�(p1p2 � � � pk) = (�1)k si les nombres premiers pi sont distincts;

�(n) = 0 sinon:

Dans ces conditions on obtient la formule d'inversion

f(n) =
X
djn

�(d)g(
n

d
):

Nous renvoyons �a l'annexe I pour une �etude plus g�en�erale et plus d�etaill�ee
des fonctions de M�obius.

4.2.5 Les nombres premiers

D�e�nition et premi�eres propri�et�es

D�e�nition 4.2.3 Un nombre premier dans Zest un entier n > 1 dont les

seuls diviseurs positifs sont 1 et n.

Th�eor�eme 4.2.7 Tout entier n > 1 est soit un nombre premier soit un

produit de nombres premiers.

Preuve : Le r�esultat est vrai pour 2. Supposons le vrai pour tout entier
< n. Si n est non premier il a un diviseur positif d > 1, d 6= n. Donc n = ab

avec 2 � a < n et 2 � b < n. En appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a a et

b on obtient le th�eor�eme.

Th�eor�eme 4.2.8 Le sous ensemble constitu�e par les nombres premiers est

in�ni.
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Preuve : Supposons que ce sous ensemble soit �ni. Notons alors p1; p2; � � � ; pn
tous les nombres premiers. Soit N = p1p2 � � � pn + 1. N n'est pas premier (il

est plus grand que tous les pi), et il n'est divisible par aucun des pi, ce qui

contredit le th�eor�eme pr�ec�edent.

Proposition 4.2.3 Si un nombre premier ne divise pas un entier, il est

premier avec lui.

Si un nombre premier p divise un produit d'entiers, il divise au moins l'un

d'entre eux.

Preuve : Supposons que le nombre premier p ne divise pas l'entier a. Les

seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p. Donc le seul diviseur commun �a p et

a est 1.

Supposons que le nombre premier p divise le produit ab. Si p ne divise pas a
alors p est premier avec a, donc d'apr�es le lemme d'Euclide il divise b. Pour

un produit de plus de deux entiers on raisonne par r�ecurrence.

D�ecomposition en produit de nombres premiers

Th�eor�eme 4.2.9 Tout entier n > 1 s'�ecrit de mani�ere unique sous la forme

n =

kY
i=1

p�ii

o�u les �i sont des entiers � 1 et o�u les pi sont des nombres premiers distincts

tels que pi < pi+1.

Preuve : Nous avons d�ej�a vu pr�ec�edemment que la d�ecomposition en

nombre premier est toujours possible. Il nous reste �a montrer l'unicit�e. Le
R�esultat est vrai pour 2. Supposons le vrai pour tout entier < n. Supposons

alors que

n = p1 � � � pu = q1 � � � qv

alors p1 divise q1 � � � qv, et donc divise au moins l'un des qi, par exemple q1;

comme q1 est premier, p1 = q1. Il s'en suit que toute d�ecomposition de n est

de la forme p1a. En appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a a on obtient le
r�esultat voulu.
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Aspects algorithmiques

La d�etermination des nombres premiers est un probl�eme important et di�-

cile. Plus pr�ecis�ement il y a plusieurs probl�emes distincts. Tout d'abord d�e-

terminer les nombres premiers plus petits qu'un nombre donn�e, c'est-�a-dire

construire une table; ensuite dire si un nombre donn�e est ou n'est pas pre-

mier; en�n, d�eterminer la d�ecomposition en nombres premiers d'un nombre

donn�e. Tous ces probl�emes algorithmiques ont donn�e lieu �a de longs d�evelop-

pements et ne sont que partiellement r�esolus. Nous donnons ici un algorithme

�el�ementaire pour construire des tables de nombres premiers, appel�e le crible

d'�Eratosth�ene.

Pour avoir dans une table de r�esultats tous les nombres premiers � n, on

�ecrit dans une table de d�epart et dans l'ordre habituel, tous les nombres de

2 �a n. On it�ere jusqu'�a �epuisement de la table de d�epart l'action suivante:

on met dans la table de r�esultats le premier nombre qui se trouve dans la
table de d�epart et on supprime de cette derni�ere ce nombre ainsi que tous
ses multiples.

Liens avec les id�eaux

Un id�eal premier d'un anneau A est un id�eal I distinct de A et tel que si
un produit ab d'�el�ements de A est dans I, alors l'un des deux �el�ements a ou
b est dans I.

Les id�eaux premiers de Zsont l'id�eal f0g et les id�eaux pZo�u p est premier.

Un id�eal maximal d'un anneau A est un id�ealM distinct de A tel que A soit
le seul id�eal qui contienne strictementM . Tout id�eal maximal est premier.

Les id�eaux maximaux de Zsont les id�eaux pZo�u p est premier.

Nous renvoyons �a l'annexe III pour des informations plus pr�ecises sur ces
notions.

4.3 Les classes r�esiduelles: Z=nZ

4.3.1 D�e�nition

Soit n � 0. Dans Zd�e�nissons la relation xRy si et seulement si x� y 2 nZ.
Cette relation est une relation d'�equivalence dans Z. Si x et y sont dans la
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même classe (i.e. �equivalents), nous dirons que x est congru �a y modulo n

et nous noterons

x � y (n):

Remarquons que si n � 1, x est congru �a y modulo n si et seulement si les

divisions euclidiennes de x par n et de y par n ont le même reste.

Sur l'ensemble quotient on d�e�nit une addition et une multiplication en po-

sant

x+ y = x+ y

xy = xy

o�u x repr�esente la classe de x. Il est facile de v�eri�er tout d'abord que ces

d�e�nitions sont coh�erentes c'est-�a-dire que la classe r�esultat ne d�epend pas

des repr�esentants choisis. Ensuite puisque les op�erations sur les classes se
d�e�nissent �a partir d'un repr�esentant de chaque classe, on montre que les
propri�et�es des op�erations surZse transmettent aux op�erations sur les classes.

L'ensemble quotient est ainsi un anneau que l'on note Z=nZ.

Si n = 0 alors Z=nZ=Z.
Si n = 1 alors Z=nZ= f0g.

Th�eor�eme 4.3.1 Si n � 1 l'anneau Z=nZa n �el�ements, et chaque classe a

un repr�esentant et un seul x tel que 0 � x � n� 1.

Dans la suite lorsque n � 1 nous noterons les �el�ements de l'anneauZ=nZpar
0; 1; � � � ; n � 1. Ainsi nous pourrons noter dans Z=3Z, 2 + 2 = 1, ou encore
si nous voulons pr�eciser mieux que nous sommes dans Z=3Z, nous pourrons
�ecrire 2 + 2 � 1 (3).

4.3.2 Id�eaux et noyaux d'homomorphismes

Identi�cation des noyaux avec les id�eaux

Soit f un homomorphisme deZdans un anneau A. Il est imm�ediat de v�eri�er

le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 4.3.2 Le noyau de f est un id�eal de Z. Ainsi il existe un et un

seul a � 0 tel que

Ker f = aZ:
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Th�eor�eme 4.3.3 Soit I un id�eal de Z. Alors il existe un homomorphisme

de Zdans un anneau dont le noyau est I.

Preuve : Si I est un id�eal de Zalors il existe un et un seul a � 0 tel que

I = aZ. Soit f la surjection canonique de Zsur Z=aZ(i.e. l'application qui

a un �el�ement x fait correspondre sa classe). Alors Ker f = aZ.

Ainsi la classe des id�eaux de Zs'identi�e avec la classe des noyaux des ho-

momorphismes de Zdans un anneau.

Factorisation des homomorphismes

Th�eor�eme 4.3.4 Soit f un homomorphisme surjectif de Zsur un anneau

B. Il existe une application bijective g et une seule de Z=Ker f sur B telle

que f = g � s o�u s est la surjection canonique de Zsur Z=Ker f .

Preuve : Si g existe elle est n�ecessairement d�e�nie par g(x) = f(x). Une

telle d�e�nition est coh�erente car si x et y sont dans la même classe alors
f(x) = f(y). L'application g est surjective �a cause de la surjectivit�e de f , de
plus Ker g = f0g donc g est aussi injective.

Z B

A/Ker f

-

? �
�
�>

f

s g

Structure de corps

On peut se demander si l'anneau Z=nZest un corps. La r�eponse est donn�ee
par le th�eor�eme suivant

Th�eor�eme 4.3.5 L'anneau Z=nZ(avec n � 0) est un corps si et seulement

si n est premier.

Preuve : Si n = 0 ou si n = 1, Z=nZn'est pas un corps. Si n � 2 n'est pas
premier il existe deux �el�ements a et b tels que 2 � a � n � 1, 2 � b � n� 1
et n = ab donc tels que ab � 0 (n). AinsiZ=nZa des diviseurs de 0 et donc

n'est pas un corps. Si n est premier et si 1 � a � n � 1, alors a est premier
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avec n et on peut trouver u et v tels que au+nv = 1. En passant aux classes

on conclut que au � 1 (n), et donc que a est inversible dans Z=nZ.

En fait on a red�emontr�e ici, dans un cas particulier, le th�eor�eme �enonc�e dans

l'annexe III, qui dit que le quotient d'un anneau par un id�eal est un corps si

et seulement si cet id�eal est maximal.

Remarque sur la structure de groupe de Z=nZ

Les groupes �nis commutatifs ont une description tr�es simple:

Th�eor�eme 4.3.6 Tout groupe ab�elien �ni G est isomorphe �a un produit de

groupes Z=niZ. En outre les ni peuvent être pris comme des puissances de

nombres premiers.

4.3.3 Application �a la repr�esentation des entiers en

machine

Soit E le sous ensemble de Zconstitu�e des entiers f�215; � � � ; 215 � 1g. Soit
i l'application de E dans Z=216Zqui �a x associe sa classe. On note q l'appli-

cation de Z=216Zdans f0; � � � ; 216 � 1g qui �a toute classe fait correspondre
son unique repr�esentant compris entre 0 et 216 � 1. On pose alors R = q � i.

a) Montrer que R est une application bijective.

b) Calculer R(x) en fonction de x.

c) Donner un algorithme permettant de calculer R(�x) �a partir de R(x)
(algorithme dit de compl�ementation �a 2).

Soit T l'application de N dans f0; � � � ; 216� 1g qui �a tout n =
P1

j=0 aj2
j fait

correspondre T (n) =
P15

j=0 aj2
j (troncature limit�ee aux 16 premiers bits).

Quel est le lien entre la classe de n modulo 216 et T (n)?

e) Montrer que si x1; x2; x1+x2 sont des �el�ements de E alors R(x1+x2) =

T (R(x1) +R(x2)).

f) Soient x1 et x2 deux �el�ements de E. Soit C le carry, retenue du 16e bit
vers l'exterieur, et � la retenue du 15e bit vers le 16e , obtenus en faisant
l'additionR(x1)+R(x2). On pose V = C��. Montrer que x1+x2 est �el�ement

de E si et seulement si V = 0.
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4.3.4 Th�eor�eme chinois

Rappelons que l'anneau produit de deux anneaux A et B est d�e�ni comme

�etant l'ensemble produit A�B sur lequel on d�e�nit l'addition

(a1; b1) + (a2; b2) = (a1 + a2; b1 + b2);

et la multiplication

(a1; b1):(a2; b2) = (a1 � a2; b1 � b2):

L'�el�ement neutre pour l'addition est alors (0A; 0B), et celui de la multiplica-

tion est (1A; 1B).

Les anneaux Z=abZet Z=aZ�Z=bZont le même nombre d'�el�ements. Sont

ils isomorphes? Si x 2 Znous noterons s(x) la classe de x modulo ab, s1(x)

la classe de x modulo a et s2(x) la classe de x modulo b. La r�eponse �a la
question pos�ee se trouve dans le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 4.3.7 Les anneaux Z=abZet Z=aZ�Z=bZ sont isomorphes si

et seulement si a et b sont premiers entre eux. Dans ce cas l'application

s(x) �! (s1(x); s2(x));

d�e�nit un isomorphisme de Z=abZsur Z=aZ�Z=bZ.

Preuve : Soient a et b premiers entre eux. Remarquons que si x et y sont
dans la même classe modulo ab alors x et y sont dans la même classe modulo
a et dans la même classe modulo b.
Ceci permet de d�e�nir l'application � deZ=abZdansZ=aZ�Z=bZ, en posant
�(s(x)) = (s1(x); s2(x)). Cette application est un homomorphisme. Si s(x)
est dans le noyau de � alors x est �a la fois multiple de a et multiple de b, et
donc multiple de ab puisque a et b sont premiers entre eux. Par suite dans
ce cas s(x) = 0. Par suite le noyau de � est r�eduit �a f0g et � est injective.
De plus le nombre d'�el�ements de Z=abZ est �egal au nombre d'�el�ements de

Z=aZ�Z=bZ. Donc � est bijective.
Si a et b ne sont pas premiers entre eux. Si on note m le plus petit commun

multiple de a et de b, alors m 6= ab. L'unit�e (1A; 1B) de A�B =Z=aZ�Z=bZ
est d'ordre m, alors que l'unit�e de Z=abZest d'ordre ab.

Soient a et b deux entiers premiers entre eux, et u et v deux entiers. Soit �a

r�esoudre le syst�eme

x � u (a)
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x � v (b):

Grâce au th�eor�eme pr�ec�edent, nous pouvons a�rmer que ce probl�eme a dans

l'intervalle f0; � � � ; ab�1g, une solution unique x0, et que toutes les solutions

sont alors de la forme

x = x0 + kab:

Le probl�eme qui reste est de savoir comment d�eterminer e�ectivement x0.

Pour cela on peut envisager par exemple de tester les nombres compris entre

0 et ab. Une autre possibilit�e consiste �a calculer par l'algorithme d'Euclide

�etendu des nombres s et t tels que sa+ tb = 1. On a alors

sa � 1 (b);

tb � 1 (a)

et
x0 � sav + tbu (ab):

4.3.5 La fonction indicatrice d'Euler

Soit n un entier � 1. Nous �etudions le sous ensemble En de Z=nZconstitu�e
des �el�ements inversibles. En est un groupe pour la multiplication.

Proposition 4.3.1 Les �el�ements de En sont les classes des m tels que 0 <
m � n� 1 et m premier avec n.

Preuve : D�esignons chaque classe par son unique repr�esentant m tel que

0 � m � n�1. Alors m est inversible dansZ=nZsi et seulement s'il existe un
entier u tel que mu � 1 (n), ce qui s'exprime encore en disant qu'il existe u
et v tels que mu+ nv = 1. Donc m est inversible dans Z=nZsi et seulement
si m est premier avec n.

La fonction indicatrice d'Euler est la fonction arithm�etique � qui �a tout
entier n 2 N� fait correspondre le nombre d'�el�ements de En.

Il r�esulte imm�ediatement du th�eor�eme pr�ec�edent que:

�(1) = 1;

Si p est premier, alors �(p) = p � 1:

Proposition 4.3.2 Si p est un nombre premier et � un entier � 1 alors

�(p�) = (p � 1)p��1.
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Preuve : Il nous faut chercher le nombre d'entiers x tels que 1 � x �

p��1 qui sont premiers avec p��1, c'est-�a- dire avec p. Les entiers qui ne

conviennent pas sont les multiples de p qui se trouvent dans l'intervalle consi-

d�er�e: p; 2p; � � � ; p��1p. Il y en a exactement p��1. Ceux qui conviennent sont

les p� � p��1 restants.

Proposition 4.3.3 Si a et b sont premiers entre eux, �(ab) = �(a)�(b).

Preuve : Ce r�esultat est une cons�equence du th�eor�eme chinois. Repre-

nons les notations utilis�ees dans la partie consacr�ee �a ce th�eor�eme. Les �el�e-

ments s(x) inversibles de Z=abZ sont ceux qui correspondent aux couples

(s1(x); s2(x)) o�u s1(x) est inversible dansZ=aZet s2(x) inversible dansZ=bZ.

Th�eor�eme 4.3.8 Si un entier n > 1 a pour d�ecomposition en nombre pre-

miers

n = p�11 � � � p�kk ;

alors

�(n) = n(1�
1

p1
) � � � (1�

1

pk
):

Preuve : En utilisant les th�eor�emes pr�ec�edents on voit que

�(p�11 � � � p�kk ) = (p1 � 1)p�1�11 � � � (pk � 1)p�k�1k :

En mettant n = p�11 � � � p�kk en facteur dans cette derni�ere quantit�e on obtient

le r�esultat annonc�e.

Th�eor�eme 4.3.9 Si n � 1, alorsX
djn

�(d) = n:

Preuve : Soit Sn = f 1
n
; 2
n
; � � � ; n

n
). Notons Tn le sous ensemble de Sn consti-

tu�e des fractions irr�eductibles. Il est clair que si r 6= s alors Tr \ Ts = ;. De

plus,
Sn = [djnTd:

Mais le nombre d'�el�ements de Td est �(d) et celui de Sn est n. Donc

n =
X
djn

�(d):
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Th�eor�eme 4.3.10 Si n � 1, alors

�(n) =
X
djn

�(d)
n

d
:

Preuve : Il su�t d'introduire la fonction g d�e�nie par

g(n) =
X
djn

�(d):

Alors g(n) = n et le th�eor�eme d'inversion de M�obius nous donne le r�esultat.

Th�eor�eme 4.3.11 Si n � 1 et si a est premier avec n alors

a�(n) � 1 (n):

Preuve : L'ensemble des �el�ements inversibles deZ=nZest un groupe E pour
la multiplication. Si a est premier avec n la classe de a est un �el�ement de E.
Les puissances de a engendrent un sous groupe cyclique de E dont l'ordre r
divise l'ordre de E c'est-�a-dire �(n). Or on sait que ar � 1 (n), donc on a

aussi a�(n) � 1 (n).

Remarque: En particulier si a est premier avec n alors a est inversible
dans Z=nZet a�1 = a�(n)�1 dans Z=nZ.

4.4 Equations ax+by =c

Soient a, b, c des entiers. Nous cherchons tous les couples d'entiers (x; y) tels
que

ax+ by = c:

Eliminons tout d'abord les cas triviaux o�u l'un au moins des deux nombres
a et b est nul.

Si a = b = 0 alors si c = 0 tout couple (x; y) est solution, sinon il n'y a pas

de solution.

Si a = 0 et b 6= 0, si b divise c il y a une solution, sinon il n'y en a pas.

Maintenant supposons a 6= 0 et b 6= 0.

1) Supposons a et b premiers entre eux.
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Il s'agit donc de trouver des couples (x; y) tels que ax + by = c. On sait

que ceci est possible d'apr�es le th�eor�eme de Bezout. Plus pr�ecis�ement en se

pla�cant dans Z=bZ, on doit r�esoudre

ax = c:

Puisque a est premier avec b, la classe de a est inversible et on a donc une

classe solution unique
c(a)�1

dont on notera x0 un repr�esentant. Ainsi toutes les solutions sont donn�ees

par x = x0 + kb, y = c�a(x0+kb)
b

.

2) Supposons maintenant que a et b ne soient pas premiers entre eux.

Notons d le pgcd de a et de b. Si d ne divise pas c il n'y a pas de solutions.

Si d divise c alors on est amen�e �a r�esoudre

a

d
x+

b

d
y =

c

d
;

et comme a
d
est premier avec b

d
, on est ramen�e au probl�eme pr�ec�edent.
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4.5 Annexe I: Fonctions de M�obius - Formule

de Rota

4.5.1 Châ�nes dans les ensembles �nis ordonn�es

Soit L un ensemble �ni ordonn�e par une relation not�ee �.

D�e�nition 4.5.1 Pour tout entier p � 0 et tout couple (x; y) d'�el�ements de

L tels que x � y on appelle châ�ne de longueur p joignant x �a y toute suite

�nie (x0; x1; � � � ; xp) d'�el�ements de L tels que

x = x0 < x1 < � � � < xp = y:

On note cp(x; y) le nombre de ces châ�nes.

Il est clair que

{ c0(x; x) = 1

{ c0(x; y) = 0 pour x < y

{ cp(x; x) = 0 pour p > 0

{ c1(x; y) = 1 pour x < y

Proposition 4.5.1 On dispose des relations de r�ecurrence suivantes entre

les nombres cp(x; y):

cp+1(x; y) =
X

x�z<y

cp(x; z)

cp+1(x; y) =
X

x<z�y

cp(z; y)

Preuve : Toute châ�ne de longueur p+1 joignant x �a y est constitu�ee d'une

châ�ne de longueur p joignant x �a un certain z < y �a laquelle on adjoint
comme point xp+1 le point extr�emit�e y. Ceci nous donne la premi�ere relation.

La deuxi�eme relation se d�emontre de mani�ere analogue.
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4.5.2 Fonction de M�obius

D�e�nition 4.5.2 La fonction de M�obius �L de l'ensemble ordonn�e L est la

fonction d�e�nie sur L� L �a valeurs dans Zpar

�L(x; y) =
X
p�0

(�1)pcp(x; y)

si x � y et par

�L(x; y) = 0

sinon.

Proposition 4.5.2 La fonction �L v�eri�e

�L(x; x) = 1

et si x < y X
x�z�y

�L(x; z) = 0

X
x�z�y

�L(z; y) = 0:

Preuve : La premi�ere relation est une cons�equence du fait que �L(x; x) =
c0(x; x).
En ce qui concerne la deuxi�eme relation en utilisant la d�e�nition de �L et la
proposition 4.5.1 on obtient la suite de calculsX

x�z�y

�L(x; z) =
X
x�z�y

X
p�0

(�1)pcp(x; z)

X
x�z�y

�L(x; z) =
X
p�0

(�1)p
X
x�z�y

cp(x; z)

X
x�z�y

�L(x; z) =
X
p�0

(�1)p(cp+1(x; y) + cp(x; y))

donc X
x�z�y

�L(x; z) = 0:

La derni�ere relation s'obtient de mani�ere analogue.

Remarque : Si on consid�ere la relation d'ordre � au lieu de � sur L, on
obtient une fonction de M�obius �0

L
qui v�eri�e

�0
L
(x; y) = �L(y; x):
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4.5.3 Formule sommatoire de Rota

Soit f une fonction d�e�nie sur L �a valeurs dans un groupe ab�elien G. Posons

g(x) =
X
y�x

f(y):

Th�eor�eme 4.5.1 (Inversion de Rota) Il est possible de retrouver la fonc-

tion f connaissant la fonction g grâce �a la formule

f(x) =
X
y�x

�L(y; x)g(y):

Preuve : X
y�x

�L(y; x)g(y) =
X
y�x

�L(y; x)
X
z�y

f(z)

et par un autre regroupement des termesX
y�x

�L(y; x)g(y) =
X
z�x

f(z)
X

z�y�x

�L(y; x)

or le seul cas o�u la somme
P

z�y�x �L(y; x) est non nulle est quand z = x

auquel cas cette somme vaut 1, doncX
y�x

�L(y; x)g(y) = f(x):

Remarquons que dans la formule d'inversion de Rota les �L(y; x) sont dans

Zalors que les g(y) sont dans G. La signi�cation des produits �L(y; x)g(y)
est claire; c'est la signi�cation classique, �a l'aide d'une it�eration d'additions,
de la multiplication d'un �el�ement d'un groupe par un entier.

Remarquons aussi que cette formule d'inversion, en raison de la remarque

faite �a la �n de la section pr�ec�edente, peut aussi s'�ecrire, lorsque la fonction

h est d�e�nie par

h(x) =
X
x�y

f(y);

sous la forme

f(x) =
X
x�y

�(x; y)h(y):



74 Chapitre 4

Si on remplace G par un corps K de caract�eristique nulle alors Z� K et

dans ce cas on peut �enoncer le r�esultat suivant

Th�eor�eme 4.5.2 Si pour tout couple (x; y) de points de L tels que x � y il

existe un a(x; y) dans K, de telle sorte que pour toute fonction f de L dans

K et tout x de L on ait

f(x) =
X
y�x

a(x; y)g(y)

o�u

g(y) =
X
z�y

f(z)

alors

a(x; y) = �L(x; y)

pour tout x � y.

Preuve : Notons s la cardinalit�e de L . Indexons les �el�ements de L sous
la forme L = fl1; l2; � � � ; lsg de telle sorte que l1 soit minimal dans L et que
pour k > 1 lk soit minimal dans L n fl1; l2; � � � ; lk�1g. Soient f1; f2; � � � ; fs
des fonctions de L dans K lin�eairement ind�ependantes et g1; g2; � � � ; gs les
fonctions correspondantes. On sait donc que

gj(li) =
X
l�li

fj(l)

Si bien que si on note F la matrice dont les coe�cients sont les fj(li) et G
celle dont les coe�cients sont les gj(li) alors G = BF o�u B est une matrice
triangulaire inf�erieure (�a cause de l'indexation des �el�ements de L ) ayant des
1 sur la diagonale. Donc la matrice B est inversible et comme F aussi par le
choix des fonctions fj, il en d�ecoule que G est inversible.

Par hypoth�ese on sait que F = AG o�u les coe�cients de A sont des z�eros ou
des a(x,y). Alors A = FG�1. On en conclut queA est enti�erement d�etermin�ee
par F et G ce qui montre le r�esultat.

Pour calculer la fonction de M�obius d'un ensemble concret L on peut donc

penser aux diverses d�emarches suivantes:

{ Calculer tous les coe�cients cp(x; y).

{ Utiliser la proposition 4.5.2 pour calculer par r�ecurrence les �L(x; y).

{ Utiliser une formule d'inversion connue par d'autres moyens pour en

d�eduire grâce au th�eoreme 4.5.2 la fonction de M�obius.
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4.5.4 Exemples

Intervalles �nis d'entiers

Prenons L = f1; 2; � � � ; ng muni de l'ordre habituel. La fonction de M�obius

dans ce cas est donn�ee par

�L(i; i) = 1

�L(i; i+ 1) = �1

et pour j > i+ 1

�L(i; j) = 0:

Preuve : Nous avons dej�a vu que la relation �L(x; x) = 1 a lieu dans tous

les cas.

Pour la deuxi�eme �egalit�e il su�t de voir que le coe�cient cr(i; i+ 1) est nul
sauf pour r = 1 auquel cas il vaut 1.

En�n quand j > i+ 1

�L(i; j) =

j�iX
p=1

(�1)pcp(i; j)

et comme cp(i; j) est �egal au coe�cient binomial Cp�1
j�i�1 la somme consid�er�ee

est nulle.

Ainsi si g(i) =
Pi

j=1 f(j) alors par la formule d'inversion de Rota on trouve
la relation bien claire

f(i) = g(i)� g(i� 1):

On aurait pu partir de cette relation visiblement vraie et utiliser le th�eor�eme
4.5.2 pour en d�eduire la fonction de M�obius.

Diviseurs d'un entier

On se place dans l'ensemble N des nombres naturels. Soit n 2 N et L l'en-
semble des diviseurs de n ordonn�e par la relation de divisibilit�e. La fonction

de M�obius dans ce cas est

�L(r; s) = �(s=r)
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o�u � est la fonction de M�obius classique donn�ee par

�(1) = 1

si p1; p2; � � � ; pk sont des nombres premiers distincts

�(p1:p2 � � � pk) = (�1)k

et dans tous les autres cas

�(r) = 0:

Preuve : Remarquons tout d'abord que �L(r; s) = �L(1; r=s). Si on consi-

d�ere la fonction de M�obius arithm�etique il est facile de voir que
P

zjy �(z) = 0

ou encore �(y) = �
P

zjy;z 6=y �(z). Comme �L(1; y) v�eri�e la même relation

de r�ecurrence et que �L(1; 1) = �(1) on conclut que �L(1; y) = �(y). D'o�u

le r�esultat annonc�e. Ici on a pu d�eterminer la fonction de M�obius sans faire

appel au nombre de châ�nes.

Parties d'un ensemble �ni

Soit S un ensemble �ni et L = P(S) l'ensemble des parties de S ordonn�e par
inclusion. La fonction de M�obius dans ce cas est

�L(A;B) = (�1)]B�]A

(o�u ]X d�esigne le nombre d'�el�ements de X) si A � B et

�L(A;B) = 0

sinon.

Preuve : La d�emonstration se fait par r�ecurrence sur ](B�A). Si ](B�A) =
0 (cas o�u A=B) le r�esultat est vrai (on obtient bien �L(A;A) = 1). Supposons
le r�esultat vrai pour toutes les parties A � B telles que ](B � A) = k et
montrons le r�esultat pour un couple B;A , o�u A � B et ](B � A) = k + 1.

Alors X
A�T�B

�L(A;T ) = 0

et par hypoth�ese de r�ecurrenceX
A�T(B

(�1)]T�]A + �L(A;B) = 0:
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Or il y a autant de parties entre A et B ayant un nombre pair d'�el�ements

que de parties ayant un nombre impair d'�el�ements, par suite

X
A�T�B

(�1)]T�]A = 0

donc

�L(A;B) = (�1)]B�]A:

Transformation de Reed et M�uller

Soit L = f0; 1gm. Si u = (u1; u2; � � � ; um) 2 L notons

supp(u) = fijui 6= 0g:

Sur L on consid�ere la relation d'ordre

(u � v)() (supp(u) � supp(v)):

Dans ce cas la fonction de M�obius est

�L(u; v) = (�1)]supp(u)�]supp(v):

Preuve : On se ram�ene clairement �a l'exemple pr�ec�edent des parties d'un
ensemble �ni.

Remarquons qu'on sait que si f est une fonction bool�eenne de m variables

bool�eennes et si on pose

g(u) =
X
v�u

f(v)

alors

f(u) =
X
v�u

g(v):

On est ici dans un cas o�u une formule d'inversion (transformation de Reed

M�uller) ne nous permet pas de retrouver la fonction de Mobius (bien sûr �a
partir de la fonction de Mobius on retrouve cette formule puisque dans f0; 1g

1=-1).
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Formule d'inclusion exclusion

Soit E un ensemble �ni non vide, P1; P2; � � � ; Pn, des sous ensembles de E.

Notons S l'ensemble f1; � � � ; ng et P(S) l'ensemble de ses parties, ordonn�e

par inclusion. D�e�nissons les fonctions f et g de P(S) dans Zpar

f(I) = ]
�\
i2I

Pi

\
i=2I

Pi

�

g(I) = ]
�\
i2I

Pi

�
:

Rappelons que si I = ; alors
T

i2I Pi = E.

On v�eri�e que

g(I) =
X
I�J

f(J);

et donc par inversion

f(I) =
X
I�J

(�1)]J�]Ig(J):

En particulier si I = ; alors

]
� \
1�i�n

Pi

�
=
X
k�0

(�1)k
X
]J=k

g(J);

ou encore par passage au compl�ementaire

]
� [
1�i�n

Pi

�
= ]E �

X
k�0

(�1)k
X
]J=k

g(J) =
X
k�1

(�1)k+1
X
]J=k

g(J):

Familles d'hyperplans

Soit A un arrangement d'hyperplans (nombre �ni d'hyperplans d'un espace

vectoriel de dimension �nie V ). Soit L = L(A) l'ensemble des intersections

d'�el�ements de A. Sur L on met la relation d'ordre (X � Y )() (Y � X). La

fonction de M�obius obtenue est appel�ee fonction de M�obius de l'arrangement.
Cette fonction d�epend de l'arrangement. Dans certains cas particuliers on sait

calculer cette fonction.
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Remarquons que V qui peut être consid�er�e comme l'intersection de z�ero

�el�ement de A est dans L, et avec la relation d'ordre consid�er�ee, V est le plus

petit �el�ement de A. On d�e�nit alors

�(X) = �(V;X):

Dans le cas o�u V = Fnq on obtient la formule

]
� [
H2A

H
�
= qn �

X
X2L

�(X)qdim(X):

Pour d�emontrer cette formule il su�t de montrer que

]
� \
H2A

H
�
=
X
X2L

�(X)qdim(X):

Ceci se fait comme pour la formule d'inclusion exclusion. Soit X � L, et
B(X) le sous ensemble de A constitu�e des hyperplans qui contiennent X.
D�e�nissons

f(X) = ]
�
X
\

H=2B(X)

H
�

et
g(X) = ]X:

Alors on v�eri�e que

g(X) =
X
X�Y

f(Y )

et donc
f(X) =

X
X�Y

�(X;Y )g(Y ):

Si on prend X = V on trouve la formule annonc�ee.

4.5.5 Aspect fonctionnel

Soit L un ensemble �ni ordonn�e par une relation not�ee �. Notons A (L)
l'espace des fonctions f de L � L dans R telles que f(x; y) = 0 si x � y.

D�e�nissons en outre la multiplication dans A (L) par

f ? g(x; y) =
X
x�z�y

f(x; z)g(z; y):



80 Chapitre 4

On obtient ainsi une alg�ebre dont l'unit�e est

�(x; y) =

�
1 si x = y;

0 sinon:

Th�eor�eme 4.5.3 Un �el�ement f de l'alg�ebre A (L) a un inverse si et seule-

ment si f(x; x) 6= 0.

La condition est n�ecessaire car dans ce casX
x�z�y

f(x; z)g(z; y) = �(x; y);

ce qui donne pour x = y, f(x; x)g(x; x) = 1. R�eciproquement, l'�egalit�e

pr�ec�edente d�e�nit g(x; y) lorsque ][x; y] = 1. Par r�ecurrence en supposant

g(x; y) d�e�ni lorsque ][x; y] = k, montrons qu'on peut d�e�nir g(x; y) lorsque

][x; y] = k + 1. Pour cela puisque x 6= y il su�t de voir qu'en prenant

f(x; x)g(x; y) = �
X

x<z�y

f(x; z)g(z; y)

on obtient ce qu'il faut (on obtient un inverse �a gauche, mais comme pour
tout h on a � ? h = h ? � = h, c'est aussi un inverse �a droite).

D�e�nition 4.5.3 La fonction � d�e�nie par

�(x; y) =

�
1 si x � y;

0 sinon:

est la fonction zeta.

Th�eor�eme 4.5.4 La fonction zeta a un inverse qui est la fonction de M�o-

bius.

Pour le montrer il su�t d'e�ectuer la convolution � ? � ou la convolution

� ? �. Dans les deux cas on trouve facilement �.

Ce dernier r�esultat permet en fait de r�etablir la formule d'inversion de Rota.

Pour ce faire il faut tout d'abord remarquer que puisqu'on suppose L �ni, on
peut toujours lui rajouter un �el�ement not�e 0 plus petit que tous les autres.

Dans ces conditions si on d�e�nit

G = F ? �
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on a alors

F = G ? �:

En posant g(x) = G(0; x) et f(x) = F (0; x) et en plus en posant F (0; 0) = 0

(ce qui implique G(0; 0) = 0) on obtient d'une part

g(x) = G(0; x) = F ? �(0; x) =
X

0�z�x

F (0; z)�(z; x);

g(x) =
X
z�x

f(z);

d'autre part

f(x) = F (0; x) = G ? �(0; x) =
X
z�x

�(z; x)f(z):

4.6 Annexe II: Fonctions d�e�nies sur Z=nZ

On �xe un entier n � 2. Notons G le groupeZ=nZet F l'espace des fonctions

d�e�nies sur G �a valeurs dans le corps des nombres complexes C .

4.6.1 L'espace des fonctions d�e�nies sur Z=nZ

A tout �el�ement a de G on associe la fonction ea d�e�nie par

ea(x) =

�
1 si x = a;

0 si x 6= a:

1) Montrer que la famille (ea)0�a�n�1 est une base de F . Ainsi F est un
espace vectoriel sur C , de dimension n.

2) Soit f 2 F . Quelles sont les composantes de f sur la base (ea)0�a�n�1.

3) D�ecrire la base duale de la base (ea)0�a�n�1.

4.6.2 Les caract�eres de G

A tout �el�ement u de G on associe la fonction �u d�e�nie par

�u(v) = e
2i�uv
n :

1) Montrer que les fonctions �u v�eri�ent
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�u(x+ y) = �u(x)�u(y); (4.1)

�u(0) = 1: (4.2)

2) Montrer qu'on obtient ainsi toutes les fonctions complexes d�e�nies sur

G v�eri�ant (1) et (2).

4.6.3 Produit scalaire hermitien sur F

1) Montrer qu'on d�e�nit sur F un produit scalaire hermitien en posant

< f; g >=
X
u2G

f(u)g(u):

2) Montrer que la base (ea)0�a�n�1 est orthonorm�ee.

3) Calculer pour tout u et tout v dand G le produit scalaire < �u; �v >.
En conclure que la famille (�u)0�u�n�1 est une base de F , et que cette base

est orthogonale.

4) Calculer en fonction des valeurs prises par f , les composantes de f dans

la base (�u)0�u�n�1.

4.6.4 Transformation de Fourier

Pour toute fonction f 2 F , on d�e�nit la fonction bf 2 F , par
bf (v) =X

u2G

f(u)e�
2i�uv
n :

1) Montrer que

f(u) =
1

n

X
v2G

bf (v)e 2i�uv
n :

En conclure que

bbf (u) = nf(�u):

2) Comparer < f; g > et < bf ;bg >. Comparer la norme de f avec celle debf .
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3) Notons F l'op�erateur de F qui �a f associe bf . Quelle est la norme de

l'op�erateur F .

4) Calculer bf lorsque f = eu et lorsque f = �u.

4.6.5 Matrices associ�ees aux objets pr�ec�edents

1) Quelle est la matrice de F si F est muni de la base (ea)0�a�n�1?

2) Quelle est la matrice de F si F est muni de la base (�u)0�u�n�1?

3) Calculer Det(F).

4) Calculer la matrice de passage P ainsi que son inverse, de la base

(ea)0�a�n�1 �a la base (�u)0�u�n�1.

4.6.6 Fonctions de F et polynômes formels

A tout fonction f 2 F on associe le polynôme Pf 2 C [X] de degr�e � n � 1

d�e�ni par

Pf (X) = f(0) + f(1)X + � � �+ f(n � 1)Xn�1:

Montrer que bf (v) = Pf (e
� 2i�v

n );

et que

f(u) =
1

n
P
bf
(e

2i�u
n ):

En conclure un algorithme pour trouver le polynôme P d'interpolation de
Lagrange, de degr�e � n � 1, qui prend des valeurs donn�ees aux n points
e
2i�u
n .

4.6.7 Convolution et �ltres stationnaires

On d�e�nit la convol�ee f1 � f2 de deux fonctions de F par

f1 � f2(x) =
X
y2G

f1(x+ y)f2(�y):

1) Montrer que

f1 � f2(x) = f2 � f1(x) =
X

u+v=x

f1(u)f2(v):
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2) Calculer \f1 � f2 et df1f2.
3) Etudier Pf1�f2 en fonction de Pf1 et Pf2 .

4) Pour tout t 2 G soit Tt l'op�erateur de translation qui �a la fonction f

fait correspondre la fonction Tt(f) telle que Tt(f)(x) = f(x + t). Soit H un

op�erateur qui commute avec Tt pour tout t. Montrer que les �u forment une

base de vecteurs propres de H. Quelles sont les valeurs propres associ�ees?

Montrer qu'il existe une fonction h 2 F telle que pour tout f 2 F , on ait

H(f) = h � f .

4.7 Annexe III: D�e�nitions de base de l'al-

g�ebre commutative

4.7.1 Anneaux

Un anneau A est un ensemble non vide muni de deux op�erations internes
(addition et multiplication) telles que

A-1) A est un groupe ab�elien pour l'addition.

A-2) La multiplication est associative et distributive par rapport �a l'ad-
dition.

Dans la suite les anneaux seront

A-3) commutatifs

A-4) unitaires (l'�el�ement unit�e est not�e 1).

Remarque: On peut avoir 1 = 0, (0 est l'�el�ement neutre de l'addition) et
dans ce cas A = f0g.

4.7.2 Homomorphismes

Un homomorphisme d'anneaux est une application f d'un anneau A dans

un anneau B telle que

H-1) f(x+ y) = f(x) + f(y) (et donc f(0) = 0 et aussi f(�x) = �f(x))

H-2) f(xy) = f(x)f(y)

H-3) f(1) = 1.
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4.7.3 Sous Anneaux

Un sous anneau B de l'anneau A est un sous ensemble B de A tel que

SA-1) B est ferm�e pour l'addition

SA-2) B est ferm�e pour la multiplication

SA-3) B contient l'unit�e 1 de l'anneau A.

Remarque: B a une structure d'anneau pour les op�erations induites par

celles de A.

4.7.4 Id�eaux

Un id�eal d'un anneau A est un un sous ensemble I de A tel que

I-1) I est un sous groupe de A

I-2) AI � I.

4.7.5 Anneaux quotients

I �etant un id�eal de A on d�e�nit sur A la relation

x � y() x� y 2 I

Cette relation est une relation d'�equivalence, A=I est l'ensemble des classes.

Remarque: On notera x la classe de x.

Sur A=I on d�e�nit une structure d'anneau en posant

AQ-1) x+ y = x+ y

AQ-2) x y = xy.

L'anneau A=I est appel�e anneau quotient de l'anneau A par l'id�eal I.

L'application s de A sur A=I qui �a tout �el�ement x fait correspondre sa classe

est un homomorphisme surjectif dont le noyau est I. C'est la surjection
canonique.

De plus si f est un homomorphisme de A dans B alors le noyau Ker(f) =
f�1(0) de f est un id�eal de A.

Ainsi les id�eaux sont les noyaux des homomorphismes.
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4.7.6 Factorisation des homomorphismes

Soit f un homomorphisme surjectif de A sur B. Il existe une application

bijective g et une seule de A=Ker(f) sur B telle que f = g � s o�u s est la

surjection canonique de A sur A=Ker(f).

A B

A/Ker(f)

-

? �
�
�>

f

s g

4.7.7 Diviseurs de z�ero

Un diviseur de z�ero est un �el�ement x non nul tel qu'il existe un y non nul
r�ealisant xy=0.

Un anneau sans diviseurs de z�ero est un anneau int�egre.

Une unit�e est un �el�ement x inversible (il existe y tel que xy=1). L'ensemble

des unit�es est un groupe multiplicatif.
Un �el�ement x est nilpotent s'il existe un entier n > 0 tel que xn = 0. Dans

ce cas x est un diviseur de z�ero.

Un corps est un anneau dans lequel 1 6= 0 et tout �el�ement non nul est

inversible.

4.7.8 Id�eaux premiers - Id�eaux maximaux

Un id�eal premier dans A est un id�eal P di��erent de A v�eri�ant

xy 2 P =) x 2 P ou y 2 P:

Un id�eal maximal est un id�eal M di��erent de A tel que pour tout id�eal I

M � I =) I =M ou I = A:

On dispose des deux r�esultats suivants

P premier() A=P est integre
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M maximal() A=M est un corps:

En cons�equence tout id�eal maximal est premier.

� Tout anneau 6= f0g a un id�eal maximal.

� Tout id�eal I 6= A est contenu dans un id�eal maximal.

� Tout �el�ement non unitaire de A est contenu dans un id�eal maximal.

4.7.9 Radical

L'ensemble N de tous les �el�ements nilpotents dans l'anneau A est un id�eal

et A=N n'a aucun �el�ement nilpotent non nul.

L'id�eal N est appel�e le nilradical de A.

Le nilradical de A est l'intersection de tous les id�eaux premiers de A.

Le radical de Jacobson R de A est l'intersection de tous les id�eaux

maximaux de A.

L'id�eal R est caract�eris�e par

x 2 R () 1� xy est une unit�e de A pour tout y:

Soit A un id�eal. On appelle radical de A

r(A) = fx 2 Ajxn 2 A pour un n > 0g

Le radical d'un id�ealA est l'intersection des id�eaux premiers contenant
A.

4.7.10 Op�erations sur les id�eaux

On d�e�nit pour deux id�eaux A et B

� Leur somme A+ B (ensemble des a+ b ou x 2 A et b 2 B).

� Leur intersection A \ B.

� Leur produit AB (id�eal engendr�e par les produits xy).



88 Chapitre 4

4.7.11 Localisation d'un anneau

Un sous ensemble S de A est multiplicativement clos si

MC-1) 1 2 S

MC-2) a 2 S et b 2 S =) ab 2 S.

Sur A� S on d�e�nit la relation d'�equivalence

(a; s) � (b; t)() 9u 2 S tel que (at� bs)u = 0.

On note S�1A l'ensemble des classes d'�equivalence, qu'on munit d'une struc-

ture d'anneau en posant

a=s+ b=t = (at+ bs)=st

(a=s)(b=t) = (ab=st)

(o�u a=s d�enote la classe de (a; s)).

Remarque: On identi�era x=1 avec x pour tout x 2 A.

Dans S�1A, les �el�ements de S sont inversibles.

Si A est int�egre et si S = A n f0g alors S�1A est le corps des fractions
de A.

Si P est un id�eal premier alors S = A n P est multiplicativement clos. La
localisation de A en P est

AP = S�1A

tout �el�ement de AP s'�ecrit a=s o�u a 2 A et s =2 P.
Les �el�ements a=s o�u a 2 P et s =2 P forment un id�ealM de AP.

M est l'unique id�eal maximal de AP.

L'anneau AP est un anneau local (anneau ayant un seul id�eal maximal).

4.7.12 D�ecomposition primaire

Un id�eal primaire dans A est un id�eal Q di��erent de A v�eri�ant

xy 2 Q =) x 2 Q ou yn 2 Q pour un certain n:

Donc Q est primaire si et seulement si A=Q 6= f0g et si tout diviseur de z�ero
dans A=Q est nilpotent.
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� Si Q est un id�eal primaire de A, le radical r(Q) est le plus petit id�eal

premier contenant Q.

Si P = r(Q) on dira que l'id�eal Q est P � primaire.

� Si A est un id�eal tel que r(A) soit maximal, alors A est primaire.
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